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Hyrje

Njéra nga detyrat themelore té teorisé sé pérafrimeve konsiston né gjetjen e
lidhmérisé ndérmjet karakteristikave strukturale té funksionit (derivueshmeéria,
kushti Lipschitz, vetité e modulit té lémueshmérisé etj.) dhe karakteristikave
konstruktive té tij (rendit té tentimit né zero té vargut té pérafrimeve mé té
mira té tij me polinome trigonometrike ose algjebrike).

Rezultatet e para né kété drejtim lajmérohen nga fillimi i shekullit né puni-
met e J. de la Vallée-Poussin [1], H. Lebesgue [2], S. N. Bernshtein [3], [4] dhe
D. Jackson [5]. N&é kéto punime, pér funksionet e vazhdueshme 27-periodike
jané vértetuar teorema direkte dhe ajo e anasjellté né teorin€ e pérafrimeve pér
modulin e vazhdueshmérisé. Konkretisht, éshté vértetuar se kushti f(z) € Lip A,
0 < A < 1, éshté ekuivalent me kushtin E(f) < Cn~*, ku E}(f) éshté pérafrimi
meé i miré me polinome trigonomtrike té shkallés jo mé té madhe se n — 1.

Gjithashtu, pér funksionin e vazhdueshém 2m-periodik éshté vértetuar (shih
p.sh. [6]) teorema e Jackson-it dhe teorema e anasjellté me té pér modulin e
lémueshmeérisé té rendit r:

CLEL(f) < (f, 1) < Gy g,

ku Cy dhe Oy jané konstanta pozitive té cilat nuk varen nga f dhe n (n =
1,2,...).

Po atéheré éshté zbuluar dallimi esencial ndérmjet rastit periodik dhe atij
joperiodik. Késhtu, éshté vértetuar se né qofté se f(x) éshté funksion i vazh-
dueshém joperiodik né segmentin [a, b], kurse E,,(f) pérafrimi mé i miré i funk-
sionit f(x) né [a,b] me polinome algjebrike té shkallés jo mé té madhe se n — 1,
atéheré

1) né qofté se f(z) € LipA, 0 < A < 1, né téré segmentin [a,b], atéheré
E.(f) < C'n_A;

2) né qofté se E,(f) < Cn~*, 0 < X < 1, atéheré f(x) € Lip A vetém né ¢do
segment [c,d] C (a,b).

Pra, pér funksionet 2m-periodike kushti E(f) < Cn~* mundéson pérshkri-
min konstruktiv té klasés sé funksioneve qé plotésojné kushtin Lipschitz né téré
periodén, kurse pér funksionet joperiodike kushti analog E,(f) < Cn~* nuk
jep karakteristikén konstruktive té klasés sé funksioneve gé plotésojné kushtin
Lipschitz né téré segmentin [a,b]. Prandaj shtrohen dy pyetje

1. Cfaré éshté karakteristiké konstruktive e klasés sé funksioneve joperiodike
té cilat plotésojné kushtin Lipschitz?
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2. Cfaré éshté karakteristiké strukturale e klasés sé funksioneve joperiodike
té cilat plotésojné kushtin FE, (f) < Cn=*?

Pyetja mbi karakteristikén konstruktive té funksioneve joperiodike f(z) €
Lip A mbeti e hapur pér njé kohé té gjaté. Vetém né vitin 1946 S. M. Nikol’s-
kii [7] ka vértetuar se né qofté se f(x) € Lip 1 né segmentin [—1, 1], atéheré pér
¢do n ekziston polinomi algjebrik P, (z) i shkallés jo mé té madhe se n—1 i tillé
qé

V1 — 22 Inn
) - Pl < FLEE 4 jaio (7).
Ky rezultat tregon se funksioni f(z) € Lip 1 lejon pérafrim mé té miré né skaje
té segmentit sesa né pikat e brendshme.

Vrojtimi i tillé edhe shérbeu si bazé pér hipotezén e dhéné nga S. M. Nikol’skii
se karakteristika konstruktive e funksioneve joperiodike té cilat plotésojné kush-
tin Lipschitz né ndonjé segment té fundém varet nga pozita e pikés né segment.
Kjo hipotezé u vértetua né punimet e A. F. Timan-it [8] dhe V. K. Dzyadyk-
ut [9], né té cilat u fitua karakteristika konstruktive e klasés Lip A, d.m.th. u dha
pérgjegje né pyetjen 1. Ata treguan se kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém
qé funksioni i vazhdueshém f(z) t’i takojé klasés LipA, 0 < A < 1, né téré
segmentin [—1,1], éshté qé pér ¢do n té ekzistojé polinomi algjebrik P, (z) i
shkallés jo mé té madhe se n — 1 i tillé qé

L @) = Pa)]
A
SISeSL (T2 4 1)

Né kété ményré éshté dhéné pérgjegja né pyetjen 1.

Pér rastin e funksioneve 2m-periodike, krahas rastit té metrikés uniforme
éshté studiuar géshtja e lidhmeérisé sé karakteristikave strukturale dhe rendit
té zvogélimit té pérafrimeve mé té mira té tyre me polinome trigonometrike
né metrikén integrale L,, 1 < p < oo. Jané vértetuar teorema direkte dhe
e anasjellté né teoriné e pérafrimeve pér rastin e funksioneve nga klasa Lip A,
pastaj teorema e Jackson-it dhe teorema e anasjellté me té, si pér modulin e
vazhdueshmeérisé, ashtu edhe pér modulet e lémueshmérisé té rendeve té larta.

Prandaj né ményré té natyrshme u shtrua pyetja: A paraqget kushti

{/—1 (V= + )"

karakteristikén konstruktive té klasés sé funksioneve joperiodike gé plotésojné
kushtin Lipschitz né metrikén L,, 1 < p < oo? Pérgjegja né kété pyetje éshté
dhéné nga V. P. Motornyi [10]. Duke zbatuar rezultatet e V. K. Lebed’-it [11]
dhe M. K. Potapov-it [12], [13], ai ka vértetuar se kushti i mésipérm nuk paraqet
karakteristiké konstruktive té klasés Lip(\, p).

Prandaj u shtruan pyetjet:

< Cn~.

f(z) — Pu(z) pdx}l/p<cn_)‘ (n=1,2,...)

3. Cfaré éshté karakteristiké konstruktive e klasés sé funksioneve joperiodike
té cilat plotésojné kushtin Lipschitz né metrikén L,, 1 < p < 00?

4. Cfaré éshté karakteristiké strukturale e klasés sé funksioneve joperiodike
té cilat plotésojné kushtin E,(f), < Cn=* 1 <p < co?
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Pyetja 3. deri mé ditét e sotme mbetet ende e hapur. Pyetjet 2. dhe 4.
paragesin raste té vecanta té pyetjes mé té pérgjithshme:

5. Cfaré éshté karakteristiké strukturale e klasés sé funksioneve joperiodike
té cilat plotésojné kushtin: pér ¢do n ekiston polinomi algjebrik P, (zx) i
shkallés jo mé té madhe se n — 1 i tillé gé

[(f(2) = Pu(2)) (L —2)*(L+2)°| < Cn™?, 1< p<oo?

Me fjalé tjera, né rastin e funksioneve joperiodike nuk éshté e mundur té
jepen rezultate analoge me teoremén direkte dhe até té anasjellté né teoriné e
pérafrimeve, e rrjedhimisht, as me teoremén e Jackson-it dhe teoremén e ana-
sjellté me té. Késhtu, duke filluar nga vitet e 80-ta, zgjidhja e kétij problemi té
teorisé sé pérafrimeve kérkohet sipas nje ideje té re. Eshté treguar se kané vend
pohime analoge me rastin 2r—periodik, d.m.th. vlejné teorema direkte dhe e
anasjellté né teoriné e pérafrimeve, e sé bashku me to edhe teorema e Jackson-it
dhe teorema e anasjellté me té pér funksionet joperiodike né qofté se moduli i
zakonshém i 1émueshmérisé zévendésohet me ndonjé modul té pérgjithésuar té
lémueshmérisé (shih [14]).

Module té tilla té pergjithésuar jané pérkufizuar né ményra té ndryshme,
p.sh. nga S. Pawelke [15], K. G. Ivanov [16, 17], P. L. Butzer, R. L. Stens dhe
M. Weherens [18], Z. Ditzian dhe V. Totik [14, f. 381-386], M. Q. Berisha, M. K.
Potapov dhe F. H. Berisha [19].

Njé qasje tjetér né pérgjithésimin e modulit té lémueshmeérisé ka té béjé me
analogjiné vijuese me rastin 27—periodik.

Né qofté se shqyrtohet funksioni 2r—periodik f, atéheré né ¢do piké x funk-
sionit f i korrespondon seria e tij Fourier sipas sistemit trigonometrik:

—+o0
§ Cneznw

n=—oo

Késhtu né pikén x funksionit f(z+y) — operatorit té translacionit té zakonshém
i korrespondon seria Fourier

+oo
Sy(frx) = fx+y)~ Y cne™ e

n=—oo

Tani, né qofté se shqyrtohet funksioni joperiodik i pérkufizuar né segmentin
[—1,1], atéheré funksionit f i korrespondon seria Fourier—Jacobi sipas sistemit
té polinomeve Jacobi ortogonale né segmentin [—1, 1] me peshé (1 —z)” (14 x)*:

)~y an P (x)
n=0

Prandaj, sipas analogjisé éshté e natyrshme qé pér operator té translacionit té
pérgjithésuar Sy (f,z,v, 1) t€ merret funksioni seria Fourier-Jacobi e té cilit né
pikén x éshté

Sy(f, 20, 10) Za P (@) P& (y).
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Duke pérkufizuar modulin e pérgjithésuar té lémueshmérisé me ané té ope-
ratorit té translacionit té pérgjithésuar sipas késaj metode, M. K. Potapov
[20], [21] ka arritur té jep pérgjegje né pyetjen 5., té parashtruar mé sipér.
Gjithashtu, pér kéto module té pérgjithésuara té lémueshmérisé M. K. Pota-
pov [22] dhe M. K. Potapov e V. M. Fedorov [23] kané vértetuar teoremén e
Jackson-it dhe teoremén e anasjellté me té.

Karakteristiké e té gjitha kétyre pérgjithésimeve té moduleve té lémueshmé-
risé éshté se operatori pérkatés i translacionit té pérgjithésuar éshté simetrik
sipas « dhe y. Né vitin 1997 M. K. Potapov [24, 25, 26] jep hipotezén se njé
pérgjithésim i tillé i modulit té lémueshmérisé mund té arrihet edhe me ané té
operatoréve josimetriké té translacionit té pérgjithésuar.

Né kété punim éshté trajtuar pikérisht géshtja e zbatimit té modulit té
lémueshmeérisé té pérgjithésuar me ané té operatorit josimetrik té translacionit té
pérgjithésuar né zgjidhjen e problemeve té pérmendura té teorisé sé pérafrimeve.
Ideja e operatorit josimetrik té translacionit té pérgjithésuar géndron né pérgji-
thésimin vijues té operatorit simetrik té translacionit té pérgjithésuar.

Né qofté se seria Fourier sipas ndonjé sistemit ® = {¢,(2)},-, ortogonal
me peshé né segmentin [—1, 1] e funksionit f, joperiodik né [—1, 1], éshté

f('r) ~ Z @n@n(x)v
n=0

atéheré funksionin T}, (f, z, ®, ¥) me seri Fourier

Ty(f,2,9,9) ~ > anen ()t (y),
n=0

ku U = {9, (y)}.—, éshté ndonjé sistem funksionesh té pérkufizuara né [—1, 1],
e konsiderojmé operator josimetrik té translacionit té pérgjithésuar.

Né kapitullin I, pér funksionin e dhéné f, joperiodik né segmentin [—1,1],
né trajté eksplicite jané dhéné operatorét josimetriké té translacionit té pérgji-
thésuar T, (f,x) dhe 7, (f,z). Me ané t& tyre &shté pérgjithésuar diferenca
e rendit r e funksionit f dhe jané pérkufizuar modulet e pérgjithésuara té
lémueshmérisé &, (f,9)p.a,8 dhe &p(f,0)p,o té rendit r. Poashtu jané dhéné
pohime ndihmése té cilat zbatohen né kapitujt vijues. Vegohet rezultati i teo-
remés 1.2.1, i cili jep njé mosbarazim karakteristik té tipit L, me peshé.

Né kapitullin IT jané dhéné pérmes modulit té pérgjithésuar té lémueshmé-
risé &, (f,0)p,a,p karakteristikat strukturale té klasave té funksioneve f té cilat
plotésojné kushtin E,(f)paps < Cn=2""* (n € NU {0}). Teorema 2.1.1, e
vértetuar né kété kapitull, shqyrton kufizueshmériné (né kuptim té operatorit
linear) e operatorit 7, (f,z). N& teoremén 2.2.1, pér funksionin e dhéné f,
me ndihmén e bérthameés sé Jackson-it éshté ndértuar polinomi algjebrik i cili
1 korrespondon operatorit T, (f,x). Teoremat 2.2.2 dhe 2.2.3 sigurojné, nén
konditat e caktuara, inkluzionin e klasés sé funksioneve H (p, o, 8,7, A) né klasén
E(p,a,8,\) dhe anasjelltas. Teorema 2.2.4 mbi koincidencén e klasave, jep
karakteristikén strukturale té klasés sé funksioneve f té cilat plotésojné kushtin
En(f)pas < Cn~ dhe jep pérgjegje né pyetjen 5. té parashtruar mé sipér.
Teorema 2.3.1 jep lidhmériné e rendit té zvogélimit té vargut té pérafrimeve

mé t€ mira me polinome algjebrike té funksioneve f dhe Dy, (f). Né fund,
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teorema 2.3.2 jep pérmes modulit @, (f,d)p a3 dhe operatorit té diferencimit
D, ... (f) karakteristikén strukturale té klasave té funksioneve E(p, a, 5,21+ \).

Né kapitullin IIT éshté dhéné pérmes modulit té pérgjithésuar té lémueshmé-
risé Wy (f,0)p,o karakteristika konstruktive e klasés sé funksioneve L,  g. Teo-
rema 3.1.1 shqyrton kufizueshmériné (né kuptim té operatorit linear) e oper-
artorit 7, (f,z). Né teoremén 3.3.1 jepet ekuivalenca né kuptim té Landau-t e
modulit @, (f,0)p,« me K—funksionelin e Petree-sé K,.(f,9)p . Rezultatin krye-
sor né kété kapitull paraget teorema 3.3.2, né té cilén pér modulin &, (f,9)p.q
vértetohen teorema e Jackson-it dhe teorema e anasjellté me té.

Rezultatet kryesore té disertacionit jané dorézuar pér publikim né punimet
[27, 28, 29, 30].



Kapitulli I

Pohime ndihmese

§ 1.1. Peérkufizimet

Né kété piké japim pérkufizimet e nocioneve té cilat do té shqyrtohen né
pikat vijuese. Pér funksionin e shumueshém f do té pérkufizojmé operatorét
josimetriké t& translacionit té pérgjithésuar T, (f,z) dhe 7, (f,z). Me ané té
tyre do té pérkufizojmé modulet e pérgjithéuara té lémueshmérisé &, (f,0)p.q,8,
pérkatésisht &, (f, ) p.a-

Shénojmé me Ly [a, b] hapésirén e funksioneve f té tilla qé pér 1 < p < o
f éshté funksion i matshém né segmentin [a, b] dhe

b 1/p
|f||p=< / f(m)l”dx> < o0,

kurse pér p = co f éshté funksion i vazhdueshém né segmentin [a, b] dhe

1 loe = max |f(x)]
Né qofté se éshté [a,b] = [—1, 1], atéheré né vend té L,[—1,1] do té shkruajmé

thjesht L,.
Me L, o 5 shenojmé klasén e funksioneve f pér té cilat vlen f(x)(1 —x)® x
(1+2)° € L,. Pér f € Ly o5 vejmé

1£1lp.a,8 = (@) (1 =) (1 +2)°].

Né vecanti, pér o = 8 vejmé Ly .o = Lp o dhe

/]

Me E,(f)p,a,s shenojmé pérafrimin mé té miré té funksionit f € L, o 3 me
ané té polinomeve algjebrike té shkallés jo mé té madhe se n — 1 né metrikén
Ly o3, dm.th.

pova = [ fllpa-

En(f)p,a,ﬁ = III}f Hf - PH”p,a,,@ ’

ku P, éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se n — 1. Né vecanti,
pér a = f vejmé Eyn(f)p.aa = En(f)p.a-
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Shenojmé me E(p,«, 3, ) klasén e funksioneve f € L, . gé plotésojné
kushtin
En(f)pa,ﬁ < Cn_ka

ku A > 0 dhe C — ndonjé konstanté e cila nuk varet nga n (n € N).
Pér funksionin e shumueshém f pérkufizojmé operatorin josimetrik té tran-
slacionit té pérgjithésuar T (f,x) me

- 1
T, = —
t(fa‘r) 71'(1—372)
></ (1—R2—2sin2tsin2<p1 +4(1-27) sinztsin4<p1) f(R) dyq,
0
ku R=2xcost+ V1 —x?sintcos ;.

Me ané té kétij operatori té translacionit té pérgjithésuar pérkufizojmé di-
ferencén e pérgjithésuar te rendit r me

A} (f,2) = A, (f,2) =T, (f.z) - f(),
Azl,...,tr (f7 :L') = AtT (Agl_,.l..,tr_l (fv ﬂf) ,.%) (7” = 23 3; . ')7

dhe, pér funksionin f € L, . g, modulin e pérgjithésuar té lémueshmérisé té
rendit r me

Gl fOpas = s ||A7 L, (f0)
[tj] <6
j=1,2,...,r

p,a,f

Shenojmé me H(p, «, 3,7, A) klasén e funksioneve f € L, , g té cilat ploté-
sojné kushtin
&r(f,0)p.ap < OO,

ku A > 0 dhe C' — ndonjé konstanté e cila nuk varet nga 4.
Vejmé y = cost dhe z = — cos 1 né operatorin T, (f, ), e shénojmé até me
T, (f,x) dhe e shkruajmé né formén

dz

T, (f.0) =~ [ AR

ku
R=zy+2vV1—a22/1—y2,
Ay(%,Z,R) (1.1)
—1-R2—2(1—1?) (1-2%) +4(1—2?) (1—4?) (1 - 2%)°

Pérkufizojmé operatorin Ty, . (f,x) t& translacionit t& pérgjithésuar t&
rendit 7 me

Tyl (fvx) = Ty (f7x)7
Ty F) =T, (T, (F2),2) (=23,
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Gjithashtu, pér funksionin e shumueshém f pérkufizojmé edhe operatorin
josimetrik té translacionit té pérgjithésuar 7, (f,z) me

1
7 (1 —a?)cos* £

X / {2 (\/1 —a2cost — xsintcosp; + /1 — 22(1 — cost) sin? <p1>
0

_(1-R) }f(R) de,

%t (fax) =

2

ku R=xcost+ 1 — x?sintcos ;.

Né ményré analoge sikur né rastin e operatorit Tt (f, z), me ané té operatorit
té translacionit té pérgjithésuar 7, (f, x) pérkufizojmé diferencén e pérgjithésuar
te rendit 7 me

Al (f2) = A, (f2) =7 (f,2) — f(2),
Azl,...,tr (f7 ‘T) = AtT (A;_,.l..,tr_l (fv l‘) ,$) (7” = 23 3; . ')a

dhe, pér funksionin f € L, ., modulin e pérgjithésuar té lémueshmeérisé té
rendit r me

ool 0)pa = swp ||AL L, (f.2) (r=12..)
[t;]<8 Py
J=1,2,.r
Né vecanti, pér t; = --- = t,, = t vejmé
A i (fix) = AL (f,2).
Vejmé y = cost dhe z = — cos 1 né operatorin 7, (f, x), e shénojmé até me

7, (f,x) dhe e shkruajmé né formén

4 ! dz
Ty (f,2) = T(1—22)(1+y)2 /71 By(va,R)f(R)ﬁy

ku R éshté dhéné né (1.1), kurse

By(z, 2, R)

:2<y 1—3:2—2516\/1—]/2—1—\/1—:1:2(1—3/)(1—,22))2—(1—R2). (1.2)

Pérkufizojmé opeatorin 7, . (f, ) té translacionit t& pérgjithésuar té ren-
dit r me
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Me D, ,,, shenojmé operatorin e diferencimit té dhéné me

2

d
E+(u—v—(v+u+2)x}—

Dyvyp= (1 — x2) I

Eshté evidente se

d d
Dypu=1—2)""1+z) " —(1—z)T1+g)rt 1
pa = (L= @) (L+2) = (L= 2) (L4 )+

Shenojmé

D; uuf(x) = Dw,u,uf( )
D;Vyf(x):Dx,u,u (D;,,lu ( )) (7":1,27...).

Themi se f € AD"(p, o, B) né qofté se f € Ly o, f ka derivat %f(m)
té rendit 2r — 1 absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1)
dhe! Diyﬂf(m) € Lpap (I = 1,2,...,r). Né vecanti, pér o = [ vejmé
AD"(p,a, ) = AD" (p, @v).

Me

K (f 0= it (I =gl + 07 [ Drano@)],,)

g€AD™(p,a)

shenojmé K—funksionelin e Petree-sé, interpolues ndérmjet hapésirave L, o dhe
AD"(p, ).
Pér funskionin f € L;  shenojmé me H (f, z) dhe H; (f, x) operatorét vijues

H(f,z)= _/Oz (1—y2)3/yl (1-22)° (f(z)—ZD dz dy,

kuer = [1, (1-22)7 f(2)dz o = [1, (1 - 22)° dz: dhe

X /Ov 7o (fyx) (sin g) (cos g)g du dv,
#(9) = /05 (sin %)_1 (cos g>_9 /OU (sin %) (cos g)g du dv.

Pérkufizojmé fuqginé e r-té té operatorit H me

H'(f,x)=H (f,:z:),
H" (f,z)=H HT , ) ,sc

:—/ l—y 3/ lfz <Hrl(f,z);:> dz dy (r=2,3,...),
y

1fshté evidente se klasa AD" (p, @, B) nuk varet nga zgjedhja e numrave v dhe p.

ku
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ku ¢, = fil (1 — 22)2HT’1 (f,2) dz, (r =2,3,...); dhe fuqiné e r-té té opera-
torit Hs me
H(% (f7.’£) = H6 (fvx)a
Hj (f,x) = Hs (H; ' (fox),2)  (r=2,3,...).
Me Pﬁf”“)(aj) (n = 0,1,...) shenojmé polinomet e Jacobi-t, d.m.th. poli-

nomet algjebrike té shkallés jo mé té madhe se n, ortogonale ndérmjet vedi me
peshé (1 — z)¥(1 + x)* né segmentin [—1,1] dhe té normuara sipas kushtit?

PY"M(1)=1(n=0,1,...).
Shenojmé me a, (f) koeficientét Fourier—Jacobi té funksionit f € Lj o sipas

oo
sistemit té polinomeve té Jacobi-t {Pr(f’z) (x)} , d.m.th.
n=0

2

1
an(f):[lf(x)P£2’2)(x) (1-2%)"dz (n=0,1,...).

Pérkufizojmé operatorét vijues simetrik té translacionit té pérgjithésuar, té
cilét né vazhdim do té kené rol ndihmés:

1) perv=p= —%
Su(, 2010 = 5 (@t 1) = F(@are11))

2) perv=p>—1

1 1
St(famyy7 ,u) = ﬁ [1 f(Qx,t,z,l) (1 - ZQ)V_§ dZ,

3) pérv>p=—1

St(f,x,y,ﬂ) =

1 1
7(11/) /_1 f(Qa:,t,l,z) (]_ _ 22)1/75 iz

4) pérv>p>—1

St(fa‘r7uvu
1

)

1,1 . L

B V(V ‘u) / f(Qa:,t,z,u) (1 _ 22)1’*#* 22u+1 (1 _ UQ)N*E du dZ,
) 0 —1

ku
t
Qut2u = oSt + 2zuy/1 — 22sint — (1 —u?) (1 — x) sin® 3

V() = /1 (1-22)""? de,

-1
1 1

(v, 1) = / / (1- ZQ)V_H_l 22 (1 — UQ)M_% dudz.
o J-1

2Dihet se polinomet e Jacobi-t jané té pércaktuar me aférsi deri né njé faktor konstant.

Gjithashtu dihet se té gjitha rrénjét e polinomit té Jacobi-t P,EV’“)(JU) shtrihen né intervalin
(=1,1), d.m.th. P{"M (1) #£ 0.
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Né ményré analoge sikur né rastin e operatorit josimetrik, shenojmé

Stl(faz7yvlu’) :St(f7z7’/7,u)7
Szl,...,tr(f)xay7 /’L) = Str (S;‘l_,}.,t7<,1(f)xay7 /’L)7$7V7 /j/) (’f‘ = 2737 . )

Operatorét S¢(f,z, v, u) quhen simetriké sepse pér x = cos 6y vlen

St(f7 C059171/7 M) = 501 (fa COSta v, /’L)7

d.m.th. operatori Si(f,cosfy,v, ) éshté simetrik sipas ¢ dhe 6;. Vérejmé se
dicka e tillé nuk vlen pér operatorét T, (f,x) dhe Ty (f,x), gjé qé arsyeton
emértimin e tyre — operatoré josimetrike.

Gjithashtu, pér y = cost vejmé

T,y (f.z)=T,(f =) - g (1—9) Si(f,2,2,2)
! 1 2 2 2 dz
“ e L2 s

dhe

T (fo) =Ty (f,2),
Tl Fa) =T (T, (Fa)e) (=23,

§ 1.2. Mbi disa veti té metrikés L, , 3

Né vazhdim japim disa pohime té cilat do té shérbejné si ndihmése gjaté
vértetimit té rezultateve né kapitujt vijues.

Lemeé 1.2.1. Le t€é jené dhéné numrat natyroré q dhe m. Atéheré

1) funksioni

2
int
sin

. 2q+4
smmt> 1

) = (
éshté polinom trigonometrik ¢ift i shkallés (¢ + 2)(m — 1);
2) pérv>u> —%, A>0 dhe =2 < A4 2v < 29+ 2 ka vend mosbarazimi

1 T ¢ 2v+1 ¢ 2u+1
— o (1) (sin 2) (cos 2) dt < Cm™,
Ym Jo

T ¢ 2v+1 ¢ 2p+1
= m(t) (sin = - dt,
. /0 Ym (1) (sm 2) (cos 2)

kurse C' €shté konstanté e cila nuk varet nga m.

Lema 1.2.1 paraget njé vlerésim standard té bérthamés sé Jackson-it (shih
p.sh. [31, f. 111-113] dhe [32, {. 233-235]).
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Lemé 1.2.2. Le té jeté f € Ly op dhe le té jené p, o, B, p, o dhe A numra
té tille ¢ 1 <p <00, p>0,0>0, A> A =2max{p,c};

oz>—1% dheﬁ>—% pérl <p< oo,
a>0dhe >0 PEr P = 0.
Né qofté se ekziston vargu i polinomeve algjebrike Pon(x) té shkallés 2™ — 1
(n=0,1,...) té tillé ¢¢

Gy

| f — Pan| p.atpfto < onx’

atéhere vlejné edhe mosbarazimet

Cs
If = P2"||p,a,ﬁ < gn(A—xo)’

ku Cy dhe Cs jané konstanta té cilat nuk varen nga n.
Lema 1.2.2 éshté vértetuar né [21].

Lemé 1.2.3. Le té jeté P,(x) polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe
Sen_lilgpéoo7p20;020;

oz>—% dheﬁ>—% pér 1l <p < oo,
a>0dhe >0 pér p = oo.

Jané té vérteta mosbarazimet
1P @) et s,641 < Con [ Pal
([Pl

p,a,B

g < Con®™ TPl s,

ku C1 dhe Cy jané konstanta té cilat nuk varen nga n.
Lema 1.2.3 éshté vértetur né [33].

Rrjedhim 1.2.1. Le té jeté P,(x) polinom algjebrik i shkallés jo mé té
madhe sen—1,1 <p < oo,

a>—% dheﬁ>—% pér 1 < p < oo,
a>0dhe >0 PEr p = oo.

Atéheré

|‘Dx,u,upn(‘r)|‘p7a75 S CTL2 HP’UH

ku C éshté konstanté e cilat nuk varet nga n.

p,a,B

Veértetim. Meqé

”Dw,l/,ltpn(x)”p,a,g

< (1 =2%) Bl @), 05 + I =212,

[y + v+ 12| [P @]9
< G (IPL @) Iparrssr + 1 Pa@)p0s)

duke zbatuar dy heré lemén 1.2.3 kemi

p,a,fB

1Ds s Pa(@)l 5 < Conll P} s 13 < Con® [ Pa

”p,aﬁ p,a,fB

Rrjedhimi u vértetua. |
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Lemé 1.2.4. Né qofté se -1 <x <1, -1 <2<1dhe0<t<m, atéheré
—1< R<1 dhe

(1-a) (1= ) < (1- B),
(=) (1-2) < (1- R,
(VT=? —pvT=2) < (1— B,
(Wi—a? —az/i-9?) < (1- B,

1-2°<C(1-R*+1¢%),
l-2<C(1-R+t%),
1+2<C(1+R+?t%),

ku R éshté dhéné né (1.1), y = cost, kurse C' éshté konstanté absolute.

Tri mosbarazimet e para jané vértetuar né [26]. Mosbarazimi i katért rrjedh
nga mosbarazimi i treté®, duke marré parasysh faktin se R éshté simetrik sipas
dhe y. Tri mosbarazimet e fundit jané vértetuar né [34].

Lemé 1.2.5. Le té jené dhéné numrat p, o, B, v, p dhe r té tillé g¢ 1 <
pSOO7T€N7VZN2*7

1) né qofté sev =p = atéheré o = = —5-;

2’ 2p

2) né qofté se v = > —%, atéheré o = 3, dhe

1 —%<a§11/ | pérp=1,
—5<a<y+§—% perl <p < oo,
0§o¢<u+% PET p = 00;
3) né qofté sez/>,u——7, atehereﬁ——zp, dhe
—%<a§1/ pérp =1,
—ﬁ<a<y+%—2—1p perl <p < oo,
0§o¢<u+% PEr p = 00;
4) né qofté sev > pu > — ,até’heréz/—u>a—520, dhe
—3<B<up pérp=1,
<6<,u+f—i pérl < p < oo,
0<B<u+f Pér p = o0.

Atéheré pér f(x) € AD"(p,«, B) vlen mosbarazimi

E (f)p, B<Cn 2 HDzuﬂf(x)H

p,a, B’

ku C éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe n.

3Né ményré analoge edhe mosbarazimi i paré i lemés implikon mosbarazimin e dyté.
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Vértetim. Vértetojmé né fillim pohimin e lemés pér r = 1. Zgjedhim
numrin natyror ¢ té tillé qé¢ ¢ > v. Pér ¢do numér natyror n zgjedhim numrin

natyror m té tillé qé
n—1 n—1

<m <
q+2 T qt2
Né [20] dhe [21] éshté vértetuar qé funksioni

ot~ 2q44 2041 2p+1
1 ™ SlIlfi5 ot t '
Qz) = Tm/o Si(f, v, 1) ( i ) (Sm 2> (COSQ) a
2

T /gip mt 2q+4 £\ 2L £\ 2L
Y :/ ( —= > (sin 2) <cos 2> dt,
0 sin 5

éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se n — 1. Duke zbatuar
mosbarazimin e pérgjithésuar t& Minkowski-t [35, f. 179] fitojmé

+ 1.

ku

1 s
= / (F(@) = Se(foz, v )

m

sip mt 2g+4 ¢ 2v+1 + 2u+1
><< - f ) <sin2> (COS2> dt
sin %
2

1 ™
g ’Yim 0 ||St(f3xﬂ v, M) - f(m)”p,oé,B

gip mt\ 204 £\ 2 £ 20t
X ( < f > (sin 2) (cos 2> dt.
int
2

Né [22, f. 47] dhe [24] éshté vértetuar se nén kushtet e lemés kemi

1Se(f, 2,0, 1) = (@) 0,8 < CLE (1D puf (@)l 06+

ku C éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe t. Prej kétej marrim

En(f)p,t)t,ﬁ < Hf - QI

p,a, T ‘

p,a,fB

En(f)p.ap < CLlDawpf (@), 00

1 T o (sin %t 2atd ot 2l AN
X — o —— sin — Cos — dt.
Ym Jo Sin 5 2 2
Duke zbatuar lemén 1.2.1 gjejmé se

CQ C13
En(fpas < s 1Daind @)lpp < 5 I1Daf @)l

Pra, mosbarazimi i lemés éshté i sakté pér r = 1.
Pér té vértetuar kété mosbarazim pér r € N té ¢farédoshém, vértetojmeé sé
pari mosbarazimin

C
En(f)p,a,ﬂ < ?gEn (Dx,l/,pbf)p_’oéﬁ ) (1.3)

ku C} éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe n.
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Le té jeté P,(x) polinomi algjebrik i pérafrimit mé té miré* té funksionit
D, . f(x) ishkallés jo mé té madhe se n — 1. Eshté e qarté se polinomi P, (x)
mund té paraqitet né formén

n—1
Py(z) =Y WP (@),
k=0

Le té jeté
n—1

_ Ak (v,11)
g9(x) 7f($)+kzzok(k+y+ﬂ+1>Pk (2).

Atéheré sipas rastit té sapovértetuar r = 1 té lemés, kemi [36, f. 171]

Cs
E, (g)p,aﬁ < 2 ”Dx,mug(x)”p,aﬁ

n—1
03 )\k (v,1)
= 3\D, . E Dy, P

n2 TV} f(x)+k7 k(k—f—y—f—u-f-l) T,V ut L (:C)

=0 pa,B
03 n—1 " 03

- ﬁ Dw,u,uf('r) - E AkP]S “) (J?) = ﬁEn (Dw,l/,uf)p,aﬁ .

k=0 P,

Rrjedhimisht, duke marré parasysh se f(x) — g(x) éshté polinom algjebrik i
shkallés jo mé té€ madhe se n — 1, fitojmé

En(f)paps < En(f— g)p,aﬁ + En (g)p,a,ﬁ =E, (9)17,04’5

Cs
< ﬁEn (D;I;,V,,uf)p,oc,ﬂ :

Mosbarazimi (1.3) u vértetua.

Tani, duke zbatuar r heré mosbarazimin (1.3), pér funksionin e dhéné f(z) €
AD"(p, a, B) fitojmé

Vs Vs

En(pap < Csn™ By (D},f) ), < Con™ " | D}, f ()|

P,

Lema 1.2.5 u vértetua. ]

Teorema vijuese jep njé mosbarazim karakteristik mbi funksionet e matshme
né metrikén L, o g dhe paraget interes né vehte.

Teoremé 1.2.1. Le té jené dhéné numrat p, a, B dhe v té tillé ¢¢ 1 <p <
00, v = min{e, 8};
7>1—% pér 1 <p < oo,
v>1 PEr p = oo.

Le té jeté e numér i ¢farédoshém nga intervali 0 < € < % dhe le té jené

{aﬂ, péra > f { 0, péra>pf
7= Y2 = 3

0, pér a < j, —a, péra<f;

4Eshté miré e njohur [31, f. 40-49], [32, f. 26] se polinomi i tilé ekziston.
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pérl <p<oo

St

{v—§’+;p+e, péry >
Y3 = ..
0, pér v <

NI Nl

pérp=1

=1, pery=>1
= 0, pér v < 1.

Le té jeté y = cost dhe R i dhéné né (1.1). Atéheré, pér ¢do funksion f té

matshém né segmentin [—1,1] vlen mosbarazimi

It [ - s

< C(Ifllp s + 202 f

p,a,f3

|p,a7%,6fw + t273||f||p,a773,57%

+ 20| 0y gy 5raa )

ku C éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe t.

Vértetim. Né qofté se sé paku njéri nga termat né anén e djathté t€ mos-
barazimit qé duhet vértetuar éshté i pafundmé, atéheré saktésia e teoremés éshté
evidente.

Supozojmé se té gjithé termat né anén e djathté té mosbarazimit jané té
fundmé.

Le té jeté a > . Shqyrtojmé né fillim rastin 1 < p < co. Kemi

1 dz P

=i [ o]

= /1 {/1 F(R)(1-22) "2 (1 - R?) dz}p(1—m)P(“—1>(1+x)P<ﬁ—1> da.

-1 —1

(1.4)
Né qofté se p = 1, atéheré kemi
1 1
ISU/ /"LﬂRﬂ&hd%
-1J-1
ku 1/2 1
b=(1-2)""1-R)(1-22)"" 1 —2) b,
Le té jeté § < 1. Sipas lemés 1.2.4 fitojmé
b=(1-2)7"((1-22) (1-22))"" (1- R?) (1 — x)"
< (1-2) (-2 (-2 0-R) (1-R+)""
= 01(51(3:, zZ, R)

Le té jeté B > 1. Atéheré, sipas lemés 1.2.4,

<=2 0-R)(1-R2+)" 1-R+)
= CQ§2($,Z, R)
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Sipas kétyre vlerésimeve té ¢ kemi

I<C’3/ / R)|6k(z,z, R) dz dx (k=1,2).

Kryejmé né kété integral té dyfishté zévendésimin e variablave sipas formulave

r=Ry+VVI- B
R\/1—y2 - Vyv1 - R2 (1.5)

2 )
\/1 - (Ry+ VVI—RZ\/1— y2)
dhe, duke marré parasysh se vlejné barazimet®

(1-2*)(1-2%)=(1-R?)(1-V?),
(1-22)7 = (1=v3) 2 (R, V),

z =

fitojmé

1<03/ / R)6u(R,V,R)dVdR  (k—=1,2).
Vlerésojmé shprehjet [37, f. 31]

h(R) =(1-R) (1-R+)""

< (4 ((1 —~R)*(1+ R)" + $2(a=p) (1 _ RQ)B)
dhe

bRy =(1-R) (1-R*+3)" ' (1-R+)""
< Cs ((1 — R)*(1+ R)? + 209 (1 = R2)” 4 2D (1 = R)*F+1(1 + R)

+ 207D (1 = R?) )

Pér 5 < f=v <1 kemi

I< 03/1 |£(R)]61(R) /1 (1 *Vz)ﬁ_g dV dR,

-1 -1
kurse pér g =v > 1
1 X 1 12
I< 03/ \f(R)|52(R)/ (1-Vv?) dV dR;
-1 -1

d.m.th. )
1<C [ 1@RIBRAR  (r=1.2)

-1

5Me J(R,V) = ((I; f)) &shté shenuar jakobiani pérkatés.
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Mosbarazimi i fundit dhe vlerésimet pér (R) implikojné

I<Cr(If e + 7 1 o + 127 [ f1.0-35.8-15

=+ t2(71+73) ||f||1,(¥—’)’1—"/37ﬁ—’v3)7
ku C7 éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe t. Prej kétej dhe nga fakti se
v2 = 0 rrjedh saktésia e teoremés né rastin e shqyrtuar pér p = 1.

Le té jeté 1 < p < oo. Duke zbatuar mosbarazimin e Holder-it né integralin
e brendshém né (1.4) fitojmé

= [ i e o) 0 el

-1 —1

x (1 — )Pl (1 4 )PF~Y) x<Cg/ / R)|Psdzdzx,

ku
= (1 _ 22)_1+p(%—b) (1 _ RQ)P (1 _ $2)P(/3—1) (1- m)p(a,m7

b — numeér i ¢farédoshém pozitiv, konstanta Cy nuk Varet nga f dhe t.
Le té jeté 8 < % — ﬁ Atéheré vejmé b = 5 — 5= — 3, dhe duke zbatuar
lemén 1.2.4 fitojmé

x<Cy(1— 22)—1/2 ((1- 22) (1- x2))p(6—1) (1- Rz)p (1-R+ t2)p(a—5)
= Cys(x, 2, R).

Le té jeté g > > 2 — o=. Atéheré vejmé b = ¢, ku ¢ éshté numér i ¢farédoshém
nga intervali 0 < e < dhe duke zbatuar lemén 1.2.4 fitojmeé

_ _lyp(i_
< Cuo(1-22) 2 (1= 22) (1-22) F7) (1 g2y
341 o

X (1 —R?+ tQ)p(B 3+2’)+E) (1 — R+ t2)p( A = 010%2(.1‘, z, R)
Sipas kétyre vlerésimeve té s kemi

I<011/ / R)|Psy(x, 2, R) dz dx (k=1,2).

Kryejmé né kété integral zévendésimin e variablave sipas formulave (1.5):

1<cu/ / R)\Psx(R,V,R)dVdR (k= 1,2).

Vlerésojmé shprehjet

(R) = (1 — RQ)W (1 — R+ t2)p(a7ﬁ)
< Cr2 ((1 —R)P*(1+ R)pﬁ + ¢2p(a—p) (1 _ R2)P[3)
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dhe
so(R) = (1— B2 #P9) ( _ ge  pyp (0 i4aite) (| _ g pyre?)
<Ci <(1 — R)P(1+ R)P? 4 20— (1 — R2)P°
_~_t2p(ﬁ*%+ﬁ+a)(1 _ R);D(Oé*ﬁJr%f%fs)(l +R)p(gfﬁ,€)

4 e2e(em3tate) (1 - R?)P(i—zi)—f)).

Pér17i<ﬁ:7<%f%kemi
' ! ~34p(8-1)
r<cu [ Jf@pam [ @-v) O avan,

—1 -1
kursepérﬁz’yzg—%pdhea<%

1

I< C11/1 If(R)\p;%z(R)/ (1- V2)‘1+”(%‘5) dV dR.

-1 -1
Rrjedhimisht, né té dy rastet fitojmé
1
1< [ F®PRAR (E=12).
-1

Mosbarazimi i fundit dhe vlerésimet pér sz, (R) implikojné vlerésimin

1< Cas (I i+ 7 N i+ 7

+ £2p(71+73) ||f|

p
p,afvrvs,ﬂfva)’

ku Ci5 éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe t. Nga ky vlerésim rrjedh
saktésia e pohimit té teoremés né rastin e shqyrtuar pér 1 < p < oc.
Le té jeté tani p = oco. Shqyrtojmeé

J= /1 PR (1-22) "2 (1= R) (1—2)* (1 +2)° 1 dz

-/ (RN,

—1
ku )

A=(1-2) MO -R) (1-2d) -2 P (1= 222
b — numeér i ¢farédoshém pozitiv.

Letéjete 1 < 8 =7v< % Atéheré vejmé b = % — B, dhe duke zbatuar
vlerésimet nga lema 1.2.4 fitojmé

)

A= (122 (1 - R (1-22) (1-22)" " (1 = 2)
<C(1-2) P (1-R) (1-R+2)" =0 (1-22)2 " \(R).
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Le té jeté g =~ > % Atéheré vejmé b = ¢, ku ¢ éshté numér i ¢farédoshém
nga intervali 0 < € < %7 dhe duke zbatuar vlerésimet nga lema 1.2.4 fitojmé

A= (1= (1= (1-2?) (1= R (1-2?) 2 (1= 2)n
<Cr(1-2) T A-R)TT (1 -R+ )T (- R+ 12
= 017 (1 — 2’2)71+6 )\Q(R)

Sipas kétyre vlerésimeve té X\ dhe duke marré parasysh se

M(R) < Cis ((1 — R)*(14 R)? + 29 (1 - RQ)B) ,
Aa(R) < 019((1 ~ R)*(1+4 R)? + 209 (1 - g2)”
+#206-349) (1 = e Ari—e(1 4 R) e 4 2(034) (1 - RQ)%_‘E),
pér k = 1,2 kemi

J = Oy max |f(R)[A(R) < Co1 (|I.f loo,cr.s + 27 1 f lloo,a—2.8

+ t273||f||oo,a773,57“/3 + tQ(WH_Vg)Hf”oo,afwf'y:s,ﬁfws)’

ku C5; éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe t. Prej kétej rrjedh saktésia
e teoremeés né rastin e shqyrtuar pér p = co.

Késhtu u vértetua pohimi i teoremés pér a > .

Le té jeté a < . Shqyrtojmé né fillim rastin 1 < p < co dhe vleresojmeé I
né (1.4).

Né qofté se p = 1, atéheré kemi

I< /11 /11 (Rl dz de,

o=01-22)""(1-R)(1-2)" (1 +a)
Le té jeté a < 1. Atéheré, duke zbatuar lemén 1.2.4 fitojmé

ku

o= (1-22)((1-2) (1-22)"" (1- R?) (1 + )

<Cp(-2) (1= (1-a2) " 0-R) 1+ R+2)""
= CQQUl(JI,Z,R).

Le té jeté a > 1. Atéheré, sipas lemés 1.2.4,

c<Cu(1-2) PU-R)(1-R2+2)" " 1+ R+
= CQ30’2($,Z,R).

Sipas kétyre vlerésimeve té o kemi

11
IS024[1[1|f(R)|Jk(x,z,R)dzdx (k=1,2).
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Duke kryer né kété integral té dyfishté zévendésimin e variablave sipas for-
mulave (1.5) fitojmé

I<Cz4/ / R)|ox(R,V,R)dV dR (k=1,2).
Vlerésojmé shprehjet

61(R) = (1-R*)" (1+ R+ )"
< O ((1—R) (1+ R)P + 25~ (1—R2)“)

dhe

B—a

G3(R)=(1-R>) (1= R+ 3" (1+ R+1%)
< 026((1 —R)*(1+R)? + 2007 (1 - R%)® 4 ¢* @ V(1 - R)(1 + R)P T

+ 207D (1- R2) ).

Pér%<a:7<1kemi

1

I< 024/ \f(R)|c}1(R)/ (1- V2)“’% dV dR,

-1 -1
kurse per a =~y > 1
1

I < Cy / 1 |f(R)|&2(R) / (1-v?)

—1 —1

2 v dR:
d.m.th. )
I§027/ F(Rex(R) AR (k=1,2).

-1

Mosbarazimi i fundit dhe vlerésimet pér 6 (R) implikojné

I < Cos([1fllas + 72 fllas—ra + 272 f 105,87
+ t2(72+73)Hf”l,a*%,ﬂ*’m*vs)’

ku Cyg éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe ¢t. Prej kétej dhe nga fakti se
v1 = 0 rrjedh saktésia e teoremés né rastin e shqyrtuar pér p = 1.

Le té jeté 1 < p < oo. Duke zbatuar mosbarazimin e Holder-it né integralin
e brendshém né (1.4) fitojmé

= [ iy gm0
x (1 — )Pl (1 4 o)A~ l)dz<029/ / R)[PO dz dz,

ku
0= (1 _ 22)*1“’(%*“) (1 _ RQ)P (1 _ QCQ)P(O‘*U (1+ x)p(B_a)7
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a — numér i ¢farédoshém pozitiv, konstanta Ca9 nuk varet nga f dhe t.

Le té jetée a < %— L Atéheré vejmé a = 3 — £

% 535 dhe duke zbatuar
lemén 1.2.4 fitojmé

0 < Cs (1 _ 22)—1/2 ((1 B 22) (1 . m2))P(a—1) (1 . Rz)iﬂ (1 + R+t2)p(6—a)
= C3061 (2, 2, R).

Le té jeté « > 2 — =, Atéheré vejmé a = ¢, ku € éshté numér i ¢farédoshém
nga intervali 0 < e < dhe duke zbatuar lemén 1.2.4 fitojmé

0<Co (1-22) 2 ((1-22) (1—22)) 27079 (1= g2
X (1 — R? +t2) (a 2+ ) ( +R+t2)p(ﬁia) = 03192(1‘,2,3).

Sipas kétyre vlerésimeve té 6 kemi

1< 032/ / R)|POy(x, z,R)dz dx (k=1,2).

Kryejmé né kété integral zévendésimin e variablave sipas formulave (1.5):

1<032// R)|PO,(R,V,R)dVdR  (k=1,2).

)

Vlerésojmé shprehjet

01(R)=(1-R)™ (1+R+ tz)p(ﬁ—a)
< Cs3 ((1 _ RP (L4 R)PP 4+ 2050 (1 _ Rz)pa)
dhe
Ba(R) = (1 - B) #7122y (1 gy 2y
< Oz ((1 — R)PY(1 4 R)PP 4 t?p(F=2) (1- Rz)pa
4 2r(o=d+3+e) (1 — Rp(3-F-e) (1 4 Ryp(F-ati-55—2)

+t2p(ﬁf%+ﬁ+s)( R2) p(§- zlpf)).

Pérl—ﬁ<a:’y<%—ﬁkemi

1 1 . -
<o [ Jf@pam [ @-vi) N avar,

-1 -1

kurseperoz—'y>f——dhe€<f

I< ng/l |F(R)|P02(R) /1 (1- V2)’1“’(%’5) dV dR.

—1 —1



§ 1.2. Mbi disa veti té metrikés L, o 26

Rrjedhimisht, né té dy rastet fitojmé

I<Cy / FRPO(RYAR  (k=1,2).

—1

Mosbarazimi i fundit dhe vlerésimet pér 6y, (R) implikojné

I< C36< [ st [ PP o e 1 PR

2
SRSl V4 AN

ku Cs¢ éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe t. Nga ky vlerésim rrjedh
saktésia e pohimit té teoremés né rastin e shqyrtuar pér 1 < p < oc.
Le té jeté tani p = co. Shqyrtojmeé

J= /_1 PRI —22) 2 (1 - R (1 - 2)° (1 4+ 2)f " dz

-/ 11 F(R)w dz,

ku
o= (=) ) (1=t ) (=)

a — numér i ¢farédoshém pozitiv.

Letéjete 1 <a=7v< % Atéheré vejmé a = % — «, dhe duke zbatuar

vlerésimet nga lema 1.2.4 fitojmé
w= (1= (1= ) (1= 2) (1-42)" 1+ )
<Oy (1-22) (1= R (14 R+#3)" " = 0y (1= 22) " wn(R),

Le té jete a =~ > % Atéheré vejmé a = ¢, ku ¢ éshté numér i ¢farédoshém
nga intervali 0 < € < %, dhe duke zbatuar vlerésimet nga lema 1.2.4 fitojmé

o= (1) (1) (- - B (- a?) T e
<Ca(1-22) (- R (1R (14 R+ 2)"°
= 038 (1 - 22)71+€ OJQ(R).
Sipas kétyre vlerésimeve té w dhe duke marré parasysh se
wi(R) < Cso ((1 — R)*(14 R)P + 120~ (1 — R?)‘*) :

wa(R) < 040((1 — R)*(1+ R)? + 2= (1 — R?)"

+2(em3te) (1 = R)I~e (1 4+ R)PotE—e 4 2(5-349) (1 - R2)%_s),

pér k = 1,2 kemi

J < Cn max |f(R)wk(R) < Caz (| fllco.as + 1272 flloc,aup—

—1<R<1

+ t273||f||00,04*73,5*“/3 + t2ﬁ2+%)Hf”oo’a*%ﬁ*wf“/s)’
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ku Cy4o éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe t. Prej kétej rrjedh saktésia
e teoremés né rastin e shqyrtuar pér p = oo.
Teorema 1.2.1 u vértetua né térési. |

Rezultati vijues paraqet rast té veganté té teoremeés 1.2.1.

Rrjedhim 1.2.2. Le té jené dhéné numrat p dhe « té tillé gé 1 < p < o0;

1%<oz§; . pérp=1,
1—%<a<§—% pérl <p < oo,
1§a<% PEr p = Q.

Le té jeté R i dhéné né (1.1). Atéheré, pér ¢do funksion f té matshém né
segmentin [—1, 1] vlen mosbarazimi

e

ku C' éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe y.

<Cliflpa

P,

Vértet, nén kushtet e rrjedhimit 1.2.2 kemi 73 = 5 = 73 = 0 né teo-
remén 1.2.1.



Kapitulli II

Karakteristikat
strukturale te disa klasave
te funksioneve

§ 2.1. Vetité e operatorit josimetrik 7, (f, ) té
translacionit te pérgjithésuar

Né kété kapitull do té shqyrtohet zbatimi i modulit té pérgjithésuar té
lémueshmérisé &, (f,)p.q,p té funksionit f € L, o g né pérafrimin e funksioneve
me polinome algjebrike. Né vazhdim japim disa veti karakteristike té operatorit
josimetrik té translacionit té pérgjithésuar T, (f,x).

Lemé 2.1.1. Operatorét Ty, dhe Sy kané vetité
" 0,0
Ty (PR?,2) = PED @) PSS (v),
8, (PR3, 2,2,2) = PR3 (1) P2 (cost)
pérn=0,1,....

Barazimi i paré i lemés 2.1.1 éshté vértetuar né [26], kurse i dyti né [20,
f. 216).

Lemé 2.1.2. Le té jené g(z)T, (f,z) € L1z dhe g(x)S, (f,7,2,2) € L1
pér ¢do y. Atéheré, vlejné barazimet

/ f(z (1—2?) /19 ) (1—22)? da,

/f g,x22) 1—:c /g f,x22)(1—x2)2dx.
1
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Vértetim. Shqyrtojmé
! 2

I :/ f(x)T; (g,) (1 fxz) dx
-1

=2 e a2y () (-at) EE

ku R éshté dhéné né (1.1). Kryejmé né integralin e dyfishté zévendésimin e
variablave sipas formulave (1.5):

11:71r/11/11f<Ry+VmM> g(R) (1 - R?)

x (1— (Ry—&—Vﬁ@)Q_Q(l_yZ) (l_Vz)) \/d;/_d%
:/119(3) (1—32)ZM/11f(Ry+V\/ﬁM)
X (1 - (Ry+V\/ﬁM)2—2(1—y2) (1—V2)) \/ﬂ/iwd}z

_ /1 g(R)T: (f.R) (1— R?)* dR,

-1

qé vérteton barazimin e paré té lemés.
Shqyrtojmé tani

1 o\ 2
12:/71f(f£)st(g,$,2,2)(1*33) dx

_ﬁ ' ' X 7%22 7222
—3W[1[1f()g(R)(1 ) -2

Kryejmé né kété integral zévendésimin e variablave sipas formulave (1.5):

I = ;;/_11 /_11f (Ry+V\/ﬁM) g(R) (1 — R?)?

dV dR ! 2
1—y2)? e R)S, (f.R.2.2) (1 — R?)® dR.
X( ) %1_‘/2 719( ) t(f7 y &y )( )

Lemma 2.1.2 u vértetua. |

Rrjedhim 2.1.1. N€ qofté se f € Ly, ateheré pér ¢do numér natyror r
vlen T;" (f,z) € L12 dhe St (f,7,2,2) € L1 2.

Vértetim. Vejmé g(x) = 1 né [—1,1]. Duke marré parasysh se sipas

lemés 2.1.1
* * 2,2 2,2 0,0 3 1
T (1>$)_Ty (Pé ),x>_13()( )(:E)PQ( )(y)_ y2 ,

S, (1,2,2,2) =S, (PO(Z’Z),:B72,2) = 0(2’2)(:E)P(§2’2) (cost) =1,
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kemi se f(z)T,; (1,z) € L12 dhe f(x)S,(1,2,2,2) € L12. Prej kétej, sipas
lemés 2.1.2 marrim

! 2 ! 2
/ Ty (f,x) (1- 2?)” dx = / fla)Ty (1,2) (1 - 2?)” dx
1 —1

dhe

1 1
/ S, (f,2,2,2) (lfxz)2 dx:/ f@)S, (1,z,2,2) (17x2)2 dx.
1 -1

Rrjedhimisht [38, f. 137], T, (f,x) € L1 dhe S] (f,2,2,2) € L1 5.
Tani rrjedhimi 2.1.1 vértetohet duke zbatuar induksionin sipas r. |

Lemé 2.1.3. Operatori Ty ka vetité vijuese

1) Operatori T, (f, =) éshté linear sipas f;

2) Ty (f,x) = f(x);

3) T, (P,SQ’?),:C) = PPP(@)Ro(y)  (n=0,1,...),
ku Ru(y) = P25 () + 3 (1- %) P27 (y);

4) T, (1,x) =1;

5) Né qofté se g(x)T, (f,x) € L1z dhe g(x)S, (f,7,2,2) € L1 pért té
cfarédoshém dhe y = cost, atéheré
1

1

-1

6) an (Ty (f,x)) = R, (y)an(f) (n=0,1,...).

Vetité 1)-4) dhe 6) jané vértetuar né [26]. Vetia 5) rrjedh nga lema 2.1.2
dhe nga fakti qé

. 3
T,(g9,2) =T, (9,2) + 5 (1 —¢*) S, (9,2,2,2).

2
Rrjedhim 2.1.2. Né qofté se P,(x) éshté polinom algjebrik i shkallés jo
mé t€ madhe se n — 1, atéheré pér ¢do numér natyror v, pér ti,ta,...,t, té

fiksuar funksionet T¢gy,  cost, (Pnsz) dhe Ay (P, x) jané polinome algje-
brike sipas x té shkallés jo mé té madhe se n — 1.

Vértetim. Pohimi se funksioni T84, cost, (Pn,2) &shté polinom algjebrik
i shkallés jo mé té madhe se n—1 vértetohet lehté duke zbatuar r heré pohimin 3)
té lemés 2.1.3.

Pér té vértetuar se funksioni A’{h_.’tr (P, x) éshté polinom algjebrik i shka-
1lés jo mé té madhe se n — 1, vérejmé se operatori A{h_”,n (f,x) i diferencés sé

pérgjithésuar té rendit r mund té paraqitet né formé eksplicite sipas formulés!

T

A;,.A.,tr (f’ Jf) = Z(_l)kil Z Tckosyil,...,cosyik (f’ .73) + (_1>Tf(x)7

k=1 i1 <<t

1Formula vértetohet lehté duke zbatuar induksionin matematik sipas 7. Vérejmé se pér
Y1 = y2 = --- = y, vetia analoge e diferencés sé zakonshme éshté dhéné né [39, f. 115].
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d.m.th. paraqitet si kombinim linear i fugive té operatorit pérkatés té transla-
cionit té pérgjithésuar. Tani, pohimi i dyté implikohet nga pohimi i paré i
lemés. |

Lemsé 2.1.4. Le té jeté f € L1 . Pér ¢don € NU{0} ka vend barazimi®

1 n—2
[ 1 G PEY W)y = 3 (o)

1 k=0
ku vy (x) éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se n — 2 pér n > 2,
dhe v () =0 pérn =0 ose n = 1.

Lema 2.1.4 éshté vértetuar né [26].

Lemé 2.1.5. Le té jené q dhe m numra té dhéné natyroré dhe le té jeté
f € L. Pér ¢farédo numrash natyroré | dhe r (I <r) funksioni

0 T (s
Qi (x) = i ; Tiosty ... costy (f7x)H — sin® tg dty . . . dt,

=1 Sin o>

éshié polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se (g4 2)(m — 1).

Vértetim. Meqé, sipas lemés 1.2.1, pér s = 1,2, ... vlen

G mta 20H (@F2)(m-1) (a+2)(m—1)
Ym(ts) = ( - i ) = Z by cos kts = Z cr(costy)k,
sy k=0 k=0
kemi
(g+2)(m—1) (g+2)(m—1)+2
Y (ts)sin? t, = Z cr(costy)” (1 — cos? ts) = Z dy,(cost,)k
k=0 k=0
(g+2)(m—1)+2
= Z akPél’l)(costs) (s=1,2,...,7).
k=0
Prandaj
" (g+2)(m—1)+2 - T sip Mts 2q+4
QW () = ak/-~-/ (2)
! ’;J 0 0 s,l;[1 sin &
s#l
xsin®tydty ... dty_y dt;q ... dt, /0 Tc*ésth_u’costl (f,z) P,El’l)(cos t;) sint; dt;.
Le té jeté

wM@=/7$mmeﬂ@%m%%mmmﬁb
0

2Konsiderojmé se lej":kl (-) =0 pér k1 > ka.
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Duke zévendésuar y = cost; fitojmé

gpl,k(x):/ T, (Tg;jstlh conti_ (f,x)m) P (costy) sinty dty
0

* * 1,1
:/1T (Tcolsfll,...,costl 1(f,$),33) P]E )(y)dy

Duke zbatuar lemén 2.1.4 fitojmé

k—2

. , 2
(@) =3 (@) / T oy (R PPP0) (1= )’

Jj=0

Sipas rrjedhimit 2.1.1 kemi se Ti,t o, , (f,0) € L12. Zbatojmé [ — 1 herd

costy,..

lemat 2.1.2 dhe 2.1.1, dhe gjejmé

* 2,2 2
SOlk: Z’YJ / TC(fbt?, .,cost;_o (f’ ) costl 1 (P]( )’u) (1 _u2) du

- ) ,
Z ]3_3) COS tl—l)/ Tcolq t21 ,cost;_o (fa u) P_j(272) (U) (1 - u2) du
Jj=0 B
= 0,0 ! 2,2 2

= j(x)P],(+’2)(cost1) P(+2)(costl 1)/1f(u)Pj( ’ )(u) (1—u?)" du
J=0 N

k—2
= I_IPJ?F;J costy)
j:O

Duke zévendésuar kété vleré té ¢ x(x) né shprehjen pér le)(x) dhe duke

pasur parasysh qé j( +’2)(cos ts) jané polinome algjebrike sipas tg, fitojmé

(@+2)(m=-1)+2 k-2
A= X w) By
k=0 3=0
Meqé v;(z) éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se k—2 pér k > 2,
ku 7;(z) = 0 pér k = 0 ose k = 1, atéheré nga barazimi i fundit rrjedh se le)(x)
éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se (¢ + 2)(m — 1).
Lema 2.1.5 u vértetua. n

Lemé 2.1.6. Le té jené q dhe m numra té dhéné natyroré dhe le té jeté
f € L. Pér ¢farédo numrash natyroré | dhe r (I <r) funksioni

gip Mis 2g+4
l
Qé) / / Sél f,$,2,2) H ( Slni > sin® tsdty...dt,

s=1 2

éshié polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se (g + 2)(m — 1).
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Vértetim. Sig éshté treguar né lemén 2.1.5, kemi

sin mt, N\ 2914 (g+2)(m—1)
Tm(ts) = ( - i ) = Z cr(cost,)”
Sin 2 =0
(g+2)(m—1)
= Z BkP,EQ’z)(cos ts) (s=1,2,...,7).
k=0
Prandaj

(g+2) (m 1)

() = o [ [ (Ssnn )w
s;él

xsin® tydty ... dti_y dti iy . ..dtr/ St (f,2,2,2) PO (costy) sin® ¢y diy.
0

Le t& jeté

() :/ S (f2,2,2) PP (costy) sin® ty diy.
0

Duke zévendésuar y = cost; fitojmé
wl,k(x) = / Stl (Sil_,.l..,tl,l (fa z, 27 2) y L, 25 2) P]£272)(COS tl) Sin5 t dtl
0

1
= /1 Stl (Sil_rl..,tl,l (f,.’I}, 2? 2) , Ty 27 2) P]iz’z)(y) (1 - y2>2 dy

Le té jeté x = cos ;. Meqé operatori S, (f,cosf1,2,2) éshté simetrik sipas ¢,
dhe t;, kemi

1
1/’1,1@(55) = / Sel (Silf;.l“,tl_l (f7y7 27 2) » Y, 27 2) P]£272)(y) (]' - y2)2 dy
—1

Meqé sipas rrjedhimit 2.1.1 kemi Sil_,_l__,t,,l (f,v,2,2) € Lja, duke zbatuar
lemén 2.1.2 fitojmé

1

¢l,k(x) = Si;.l..,tl 1 (f7y72 2) 5(91 ( ,2 2)7y72a2> (]- - y2)2 dy

Duke marré parasysh vetiné e operatorit Sy, nga lema 2.1.1 gjejmé

1
_ 2
vn(e) = PP [ S (22 PP ) (1= )’
—1
Duke zbatuar [ — 1 heré lemat 2.1.2 dhe 2.1.1 fitojmé

Y (z) = P(2 2)( )P(2 2)(cost1) P,§2’2)(costl_1)
-1

/ FO)PED @) (L=9?) dy = P @)an(f) [T P2 (cost).

s=1



§ 2.1. Vetité e operatorit T, (f,z) 34

Duke zévendésuar kété vleré té 1 ,(x) né shprehjen pér Qél)(m) dhe duke
pasur parasysh qé P15272)(COS ts) jané polinome algjebrike sipas tg, fitojmé

(g+2)(m—1)

gl)(x) — Z 5kP;£2’2)(x)~

k=0

Meqé P{*? () éshté polinom algjebrik i shkallés k, atéheré nga barazimi i fundit
rrjedh se le)(a:) éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se (¢ + 2) x
(m—1).

Lema 2.1.6 u vértetua. ]

Teorema vijuese shqyrton kufizueshmériné e operatorit linear 7.

Teoremé 2.1.1. Le té jené dhéné numrat p, a, B dhe v té tillé ¢¢ 1 <p <

OO’ 7:mln{a’/8}’
7>1—ﬁ perl < p < oo,
¥>1 PEr p = 0.

Le té jeté € numér i ¢farédoshém nga intervali 0 < € < % dhe le té jené
a—pB, péra>p 0, péra>pf
7= .. Y2 = ..
07 peT’aSﬁ, 5_045 peragﬁa

pérl <p<oo

St

by Y5+ g, te péry >
3 0, pér v <

NI Nl

pérp=1

_Jy—1, péry =1
= 0, pér v < 1.

Atéheré, vlen mosbarazimi

HTt (f’ .T)H = O( ”f”pvo"ﬁ + t2(71+72) H‘f”P,a—"/lﬁ—’Yz

b,a,

4 27 ||pr7a7737ﬂ773 4 20n+r247s) Kl

P,0—Y1—Y3,8—Y2—"7s )’
ku C' éshtée konstanté e cila nuk varet nga f dhe t.

Vértetim. Kemi
dz

‘ V1—2?

ku R dhe Acost(z, 2, R) jané dhéné me formulat (1.1). Sipas lemés 1.2.4 marrim

1

p,a,fB ™

1

1
. / Acosi(w,2, R)f(R)

Tt(.ﬂx) 1—

)
p,a,f3

Prandaj

<

pa,B T

Acost(1,2,R) <1—R*+2(1-R*) +4(1-R>)* <7(1- R?).
1 1 d
[ -yt

’ 1—3?2 _1 ‘/1_22

Tani pohimi i teoremés 2.1.1 rrjedh nga teorema 1.2.1. |

T, (f.9)

p,a,f3
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§ 2.2. Mbi pérputhjen e klaseve tée funksio-
neve E(p,a, 3,)) dhe H(p,a, 8,7, A)

Tani, né dy pikat vijuese, vértetojmé rezultatet kryesore né kété kapitull.

Teorema vijuese jep ményrén e ndértimit me ané e bérthameés sé Jackson-it,
té polinomit korrespondues algjebrik pér funksionin e dhéné f duke shfrytézuar
operatorin josimetrik té translacionit té pérgjithésuar Tt (f,x).

Teoremé 2.2.1. Le té jené q, m dhe v numra té dhéné natyroré dhe le té
jeté f € Ly 5. Funksioni

Qz) = (vi)’“ /Oﬂ.--/oﬂ (A;,..‘,t,. (f,m)—(—lyf(x))S_ﬁl(il?)w

x sin® tg dty ... dt,,

ku

. 2¢+4
™ (sin gt . 3
Ym = — sin” t dt,
0 S 3

éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se (g + 2)(m — 1).

Veértetim. Meqé, si¢ kemi vérejtur gjaté vértetimit té rrjedhimit 2.1.2,

T

Ap e (Fa) =D (D) Y T (fa) + (F1)7f(2),

=1 i< <y
atéheré mjafton té vértetohet se pér l =1,2,...,r
T T r sin mts \ 2q+4
QW (z) = / / Thotrcost (F2) ] ( —F ) sin® tg dty ... dt,
0 0 =1 Sin o>

éshté polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se (¢ + 2)(m — 1).
Funksioni Q) (z) mund té shkruhet né formén

Q) = @V () + S0 (@)

Por, atéheré né saje té lemave 2.1.5 dhe 2.1.6 pérfundojmé se Q) (z) éshté
polinom algjebrik i shkallés jo mé té madhe se (¢ + 2)(m — 1).
Teorema 2.2.1 u vértetua. |

Né dy teoremat vijuese 2.2.2 dhe 2.2.3 shqyrtohet zhytja e klaséve té funk-
sioneve H(p,a, 8,7, \) né klasét F(p, o, 8, ) dhe anasjelltas. Pohimet e tipit té
teoremés 2.2.2 pérfagésojné teoremén direkte, kurse ato té tipit té teoremés 2.2.3
— teoremén e anasjellté né teoriné e pérafrimeve.?

3Né pérgjithési, ¢do vlerésim nga sipér i pérafrimit mé té miré duke shfrytézuar modulin
e lémueshmérisé paraqet teoremé direkte né teoriné e pérafrimeve. Pohimet e anasjellta me
kété paragesin teoremé té anasjellté né teoriné e pérafrimeve.



§ 2.2. Mbi pérputhjen e klaséve E(p, o, 8, ) dhe H(p,a, 5,71, \) 36

Teoremé 2.2.2. Le té jené dhéné numrat p, o, 3, r dhe X\ té tillé q¢ 1 <
p<oo, A>0,reN;

a<2dhep <2 pérp=1,
oz<3—%dheﬁ<3—% pér 1 <p < oo.

Le té jeté f € Lpop. NE qofté se
a)r(f7 6)1’),04,5 S M(S/\a

atéheré
En(f)pas <OMn™,

ku C éshté konstanté e cila nuk varet nga f, M dhe n.

Vértetim. Vértetojmé sé pari se nén kushtet e teoremés, né qofté se f €
Ly, o, atéheré f € Ly . Vértet, pér p = 1 kemi

1
£l 22 = [1 @)1 =2)* (1 +2)" (1= 2)* (1 +2)* Pde < Co || fll 0 p

pér a < 2 dhe 8 < 2. Pér 1 < p < oo, duke zbatuar mosbarazimin e Holder-it
fitojmeé

1/p

e { [ @ 2 )

p—1

1 P
R R e e N

p,a,fB
-1

péra<3—%dheﬁ<3—%. Pér p = oo kemi

1
1 las < 1 llon s / (=2 (1t 2P de = Cy [ [l o s

—1

pér a < 3 dhe £ < 3.
Zgjedhim numrin natyror ¢ té tillé qé 2¢ > A, dhe pér ¢cdo numér natyror n
zgjedhim numrin natyror m ashtu qé té plotésohet kushti

n—1 n—1
<m<
q+2 q+2

+1. (2.1)

Pér g dhe m té tillé polinomi Q(x) i pércaktuar né teoremén 2.2.1 éshté polinom
algjebrik i shkallés jo mé té madhe se n — 1. Prandaj

. 1
En(fpas < [£@) = 0@, 05 = | 557
= (Ym)
d T " (sin me 20
x/.:/AQJJﬁﬂH(. f) sin® t, dty ... dt,
0 0 e i} sin 3 b
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Duke zbatuar mosbarazimin e pérgjithésuar té Minkowski-t gjejmé

1 T T r bln% 2q+4
Enf,a,g—/m/ (2)
(Dp.as (Yym)" Jo 0 H sin &

s=1

1 ™ ™ -
x sintgdty ... dt, < 77"/ / sup HAZl o, (i)
(ym)" Jo 0 Y

AT
Af

Ty (fvx)

,,,,,

p,a,fB

|u?\§122:;:1 t; p,0,f3
i=1,2,...,r
r - omtg \ 2914
sin o=
xH(_u> sin® ty dty ... dt,
o\ sin g
. 2q+4
1 /7r /7T " r (sm mts)
< o | f, t. — 2 sin®t, dty ... dt,.
('Ym)r 0 0 " z—:l I ]:‘[1 Sin % s "
7= p.of T
Prej kétej, duke marré parasysh kushtet e teoremés marrim [37, f. 31]
En(f)pﬂ,b’
A
. 2q+4
M /W /7r " - <sm %’55 ) 3
< - t; - sin®tgdty ... dt
(vm)" Jo 0 ; ! E sin & ° "

r 1 T 71')\ T siants 2q+4 ,
< GuM 7// t; ( - ) sin® ts dtq ... dt,.

=1

Tani, duke zbatuar lemén 1.2.1 dhe duke pasur parasysh mosbarazimin (2.1)
fitojmeé
En(f)paps < CsMm™> < CgMn™.

Teorema 2.2.2 u vértetua. |

Teoremé 2.2.3. Le té jené dhéné numrat p, o, 3, r dhe X\ té tillé q¢ 1 <
p<oo, relN;

a>1—% dheﬁ>1—% pérl < p< oo,
a>1dhep>1 PET p = 00;

1 1
)\02max{|a6,a2+2p,[32+2p}<)\<2r.

Le té jeté f € Ly o.3. NE qofté se
En(f)%a,ﬁ < Mn_/\>

atéheré
(’D’f‘(fv 5)?,04,6 < CM(SA?
ku C' éshté konstanté e cila nuk varet nga f, M dhe §.
Vértetim. Le té jeté P,(x) polinom i shkallés jo mé té madhe se n — 1 i

tillé qé
”f_Pn”p,a”@ :En(f)p,a,ﬁ (TLZ 1,2,...).
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Ndértojmé polinomet Q(z) sipas rregullés
Qu() = Pula) — Pycs(s)  (k=1,2,...)
dhe Qo(x) = Pi(z). Meqé pér k > 1
1@l = |PE = Poscall o s < 1P = Fllps + 1 = Poirllyas
= Eo (f)pap T Eor-1()pagp>
atéheré sipas kushtit té teoremés kemi

1Qul g < CLM2, (2.2)

Duke marré parasysh vetiné 2) té operatorit Tts nga lema 2.1.3, pa humbur
nga pérgjithésimi mund té supozojmésets #0 (s = 1,2,...,7). Pér0 < [t5] < 4§
(s=1,2,...,7) vlerésojmeé

I = HA;’M“ (f, :c)’

p,a,B

Pér ¢do numér natyror N, duke marré parasysh se nga vetia e linearitetit té
operatorit T} (f,z) rrjedh lineariteti i operatorit 7}, , (f,), e rrjedhimisht

edhe i operatorit Afh__ﬂty‘ (f,z); kemi

1<||&, 0 (= Pov,)

+ A7, (Pov, )

p,0,f3 p,0,f3
Meqé
N
Pyn(x) = Qulx),
k=0
atéheré
N
1<|an =P+ 30||AG L @)
s 0 p,a,f
N
=J+ ) I
k=1
Le te jeté N i zgjedhur ashtu qé
T T
Vértetojmé se kané vend mosbarazimet
J < CoM&* (2.4)
dhe
I, < O3 M52 2kCEr=2) (2.5)

ku C5 dhe C3 jané konstanta té cilat nuk varen nga f, M, ¢ dhe k.
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Né fillim shqyrtojmé J. Pér r = 1, duke zbatuar né funksionin ¢;(x) =
f(z) — Pon(z) teoremén 2.1.1 dhe duke marré parasysh se [t1] < §, fitojmé

|2, (f = Pos.)

|7 e - @) <||T (er0)]

pa,f

p,a,f3

1@ a5 < o015+ o1l 0y s,

p,o,fB

+ 6273 || || + 620tz ts) o |

p,a—73,8-73 p—71—73,8—72—73 )’

ku numrat 1, v2 dhe 3 jané zgjedhur sipas rregullés sé teoremés 1.2.1. Vérejmé

se

1
a—%—v:szﬂ—w—%>’y—maX{7—1+QP,O}

{ 1 } 1 1
=minql——,y,=1-—>——,
2p 2p P
1
a—m=p-—rp=7>--,

p
1
a—vy32a—"71 -3 > -,
P
1
5—’7325—72—73>—5

dhe se

31
M +72 +73 = |a — B + max Vo gty el

3 1 3 1
max{a2+2p+s,ﬂ2+2p+s,|aﬂ|} <o +e,
M<Mm+n<mntr+r<Ate,
Yo <yo+7v3 <71 +72+7 < Ao +e.

Prandaj duke zbatuar lemén 1.2.2 fitojmé

B0, (5= Povso)| <M (27N 4 g2ontrelgm N2
1 ) p7a’ﬁ —
45219~ N(A=275) | 52(71+72+73)Q*N(A*QM*?W*?%))

pér A > Ay + ¢, ku C5 éshté konstanté e cila nuk varet nga f, M dhe §, dhe
ose éshté € = 0, ose € éshté numér i ¢farédoshém nga intervali 0 < € < %
Rrjedhimisht, ky mosbarazim ka vend pér ¢do A > Ag. Né fund, duke zbatuar
mosbarazimin (2.3) fitojmé

HAtl (f — PQN,x)’ < CeM2N < Cr MS.

p,a,f

Késhtu kemi vértetuar mosbarazimin (2.4) pér r = 1.
Le té jeté r > 1. Supozojmé se

|art g -Pw)|  <camst

p,a,f
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Atéheré, sipas mosbarazimit (2.3)

|Ai L (f = Pav,2)

p,,B

= At e = A (P < Conr

p,a,f3

Né ményré analoge sikur né rastin e mésipérm, zbatojmé né funksionin ¢, =
A:I_,.l..,tr_l (f — Py~,x) sé pari teoremén 2.1.1, pastaj, duke marré parasysh se
sipas rrjedhimit 2.1.2 A;-;.%A,tT,l (Pynv,x) éshté polinom algjebrik i shkallés jo
mé té madhe se 2V — 1, zbatojmé lemén 1.2.2 dhe né fund mosbarazimin (2.3);
fitojmé

J= HA;’"-’“ (f — PQN,:C)H , < O™,
D&,

Né bazé té parimit té induksionit matematik, jobarzimi (2.4) u vértetua.
Vértetojmé tani mosbarazimin (3). Le té jeté

Ye(z) = A7, (Qk, 7).

Tregojmé sé pari se ka vend barazimi

VYr(w) = 17x2 /tr/_u/ ( 2d61l%2At1, b (Qr, Ry)

d
— (A(v)Ry — 24'(v)R,) dR. AT Qi Ry)

FAWAT, (e m)) dgdvdu, (26)

ku

R, =xcosv+ V1 —x2cospsinwv,

Alv)=1- Ri —2sin®vsin® p + 4 (1 — ;U2) sin? vsin? .
Pér kété, mjafton té vérehet se

1
Yr(z) = T(1—22)

x / (A)ATE L Qi) = (1= 2?) AL, (Quw) ) dy,
d2 r—1

2 d?
TﬁA(t )Atl,.“, tr—1 (QkVRt ) A(t"") (RQT) dR2

+ A ()AL Qi Ry,

AOATL L (QrRo)=(1—2?) A7 (Qr )

dhe se [, -2 4 - A(t )A:l '+, (Qr, Ry,) di éshté funksion tek sipas ¢,. Tri bara-
zimet e Eara provohen lehte Pér té vértetuar pohimin e fundit tregojmé se
Iy A(tr)A;;l,,,tr,l (Qk, R:,) dp éshté funksion ¢ift siIN)as t.. Meqé sipas rrje-
dhimit 2.1.2, pér tq,to,...,t,—1 té fiksuar, funksioni A;;l (Qr, R:, ) éshté

tr—1
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polinom algjebrik sipas R, _, atéheré mjafton té tregohet se foﬂ A(tr)RéT dyp éshté
funksion c¢ift sipas t,.. Vértet,

™ l T
/ A(tr)RiT dyp = Z (b1 (1 — 22 cos? tr) cos’ t, sin' ™7 tr/ cost ™ pdyp
0 0

§=0
+ by cos? ¢, sin' I +2 ¢, / cos! Tt p dp
0
+ by cos? T, sint =it g, / cos' It pdyp
0
+ by cos’ t, sin' It ¢, / cos' I psin? o dp
0
+ bs cos? ¢, sin' I +2 ¢, / cos' ™7 psint ¢ d(p) .
0

Prej kétej, duke pasur parasysh se

/ cos?™ 1 psin® pdp =0 (m,pn=0,1,...),
0

/A(—t,«)Rl,trdgpz/ A(t,)R. dep.
0 0

Késhtu, barazimi (2.6) u vértetua.
Duke zbatuar lemén 1.2.4 fitojmé vlerésimet

marrim

[A(v)| <7(1-R2),
(R)* < (1-R}),
|A(v)R,| < |A(v)| <7 (1 - R3),
|A'(v)R,| < 2(R,,)? + 12|R, || sinvsinp| < 14(R;,)* <14 (1 - R}),
|A”(v)] < 22.

Prandaj duke zévendésuar z = cos ¢ kemi

e (2 C“ / // dvdu,
—u z2

ku

B(Rv) = (1 - qu))

fl, (Qka )

dR2

(1 B R2> tr—1 (Qka v ‘Ath tro1 (Qk,Rv)

= B1(R,) + B2(R,) + Bs(Ry).

dR t17

Prej kétej, duke zbatuar mosbarazimin e pérgjithésuar t&€ Minkowski-t, pér |¢,| <
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6 kemi
Lo = [ea(@)]. . s <C /m:/u ! /dfo)‘h/ dv du
F R s = 0 T =22 ) V=220
1 ! d
< C120% sup 72/ B(Rv)izz
[v] <6 - -1 1-2 p,a,B
3 1 ! dz
< (962 su 7/ B,(R,)) —— 2.7
S Cr2 ;lv‘gpé 1-22 /), u( ) 1_.2 e (2.7)

Zbatojmé né funksionin By (R,) teoremén 1.2.1:

p,a,fB

1 ! dz
- B _ %=
Hl—aﬂ /4 1(Rv)vl—z2
d

2 ~
< ClS(H(l _x2) d QAgfl tr—1 (Qkax)

2 M

p,a,fB

&2 o
+ ,U2(’Yl+'Y2) (1 _ 332) @Atl,.lu7t,,~,1 (Qk,m)

2 d2 A 1
(1—27) Eﬁgﬂ...,n_l (Qk, )

P,a—71,6—"72

+ ,UQ’Ys

P, a—73,8—73
d

2 ~
(1 - xQ) dz2 A:;;l“,tr,l (Qk» :,C)

4 p2Ontr2ts)

)

P a—y1—73,8—v2—"73 )

ku Cy3 éshté konstanté e cila nuk varet nga v.
Duke zbatuar® lemén 1.2.3 fitojmé

1 ! dz
- Bi1(Ry) ———
H1—£C2 /,1 i )\/1—2’2 P

< C14(1 + p2(n+2)92k(vi+y2) 4 o 27392k7s

d?
+ U2(71+'y2+73)22k(71+72+%)) H (1 _ 3:2) @A;_,-lu,twl (Qr, )
P03
Duke zbatuar mosbarazimin (2.3) gjejmé
1 ! dz da? <,
Hl_z/ BI(RU)72 <Cis WAtl,.%.,tr,l (Qk, ) .
e ) 1 1—2 p,,f L p,a+1,6+1

Né ményré analoge, duke zbatuar sé pari teoremén 1.2.1, pastaj lemén 1.2.3
dhe né fund mosbarazimin (2.3) fitojmé vlerésimet

1 1 dz d -~
e By(R,))—— < Cig ||[—ATE Qr,x
H 1—2z2 /_1 2( ) 1—22 .o =16 dg " toetr—r ( k) o
dhe
1/1 B uz)ggigigf <C HAT*l (Qr, )
v >~ , L .
T=a? ), 1=22lp 0, L g P

4Mé heret jemi bindur se plotésohen konditat e lemave 1.2.2 dhe 1.2.3.
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Tani, nga mosbarazimi (2.7) rrjedh

d? -
I, < C156° ( HQA:;}.,tr_l (Qr, )

p,a+1,8+1

HA;I 1 + HAtl ..... tr—1 (Qk” )Hp a—1,4-1 ) .

.....

p,x

Meqé sipas kushteve té teoremés kemi

+1> > 1> 1> 1> 1
«a a>a—=->a— - >
2 2 2p p’
1 1 1 1
Bts>p>P—g>f-12—0 >,
2 2 2p P

ku shenja e barazimit né t€ dy mosbarazimet e skajshme t€ majta ka vend vetém
atéheré kur p = oo; duke zbatuar dy heré lemén 1.2.3 fitojmé

d ~._
I, < Cg6%2F < deA;"l“’t”‘l (Qk, )

p,a+3,8+%

+2)| AL, (@) 1 ) < 00?22 AT, (@k)

p,a—%,8—% paB
Né kété ményré kemi vértetuar se
I, = HA;,.H,L« (Qr,x) < Cyp622%F HA;,I, Qg ) .
p,a,p p,a,B

Duke zbatuar r heré mosbarazimin e fundit dhe pastaj mosbarazimin (1) fitojmé

Ik S 02162r22kr HQkH 022M52r2k(2r )\)

paB—

Mosbarazimi (3) u vértetua.
Nga mosbarazimet (2.4), (3) dhe (2.3) fitojmé

N
1< CosM <5>\ pe Z2k(2r)\)> < CouM (5,\ 4 627‘21\[(27’7}\))

< Cos M (5)\ + 27N/\) < CQﬁM(S)\.
Teorema 2.2.3 u vértetua. |

Rezultati vijues paraget teoremén mbi pérputhjen e klaséve té funksioneve
té pérkufizuara me ané té rendit té pérafrimit mé té miré me polinome al-
gjebrike ose me ané té modulit té pérgjithésuar té lémueshmérisé té rendit r.
Gjithashtu, teorema jep karakteristikén strukturale té klasés sé funksioneve té
cilat plotésojné kushtin E,,(f)p.a.s < Cn=?

Teoremé 2.2.4. Le té jené dhéné numrat p, o, 3, v dhe X té tille q¢ 1 <
p<oo, reN;
%<a§2dhe%<6§2 pérp=1,
1 1 1 1 .
1—2—p<a<3—5dh61—%<ﬂ<3—5 pérl < p < oo,
1<a<3dhel<f<3 PEr p = 0.
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Atéheré pér X té tillé qé

1

3
)\ :2 — — = e
0 max{|a Bl, a 2+2p7

3 1
-2+ = 2
B 2+2p}<’\< T

klasét e funksioneve H (p, «, B, 7, X) pérputhen ndérmjet vedi pér vlera té ndrysh-

me té r, dhe pérputhen me klasén e funksioneve E(p,a, B, ).

Veértetim. Duke marré parasysh se, nén kushtet e teoremés, nga teore-
ma 2.2.2 rrjedh pérfshierja

H(p7a7/87’r7>\) g E(p7a7ﬁ7A)7
kurse nga teorema 2.2.3 pérfshierja e anasjellté
E(p704>67>\) g H(p7a7ﬁ7r7 )‘)7

pérfundojmé se pohimi i teoremés 2.2.4 implikohet nga teoremat 2.2.2 dhe 2.2.3.
|

Vérejmé se rast i vecanté i teoremés 2.2.4, pér r = 1, a = 3 dhe

a<l1 pérp=1,

3 1 .
a<ij—g, pér 1 < p < oo,

éshté vértetuar né [26].

§ 2.3. Karakteristikat strukturale te klaseve
té funksioneve E(p,a, [3,2r + \)

Teorema vijuese jep lidhjen ndérmjet pérafrimit mé té miré me polinome

algjebrike té funksionit t€ dhéné f dhe atij té funksionit Dy ,  f.

Teoremé 2.3.1. Le té jené dhéné numrat p, o, B, v, u dhe v té tillé qé
1<p<oo,reN,v>pu>-—3;

1) né qofté sev=p= —%, atéheré o = = —==;

2p’
2) né qofté se v =pu > —3, atéheré a = 3, dhe
—%<a§1/ pérp=1,
—ﬁ<a<z/+%—2—1p pér 1l < p < oo,
0§a<u+% PET P = 005
3) né qofté sev > p=—13, até’heré,@z—%, dhe
—%<a§1/ pérp=1,
—gp <a<vtg -5 pérl<p<oo,
0§a<u+% PET p = 00;
4) né qofté'sel/>,u>—%, atéheré v —pu > o — 3 >0, dhe
—5<B<n pérp=1,
gy, <B<pt+gz—5 pérl<p<oo,

0§B<u+% pér p = oo.
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Le té jeté f € Lpa,p. Kusht i nevojshém dhe © mjaftueshém qé té plotésohet
mosbarazimi
En(f)pa.s < Cyn=? 2

éshié qé f(x) € AD"(p,«, B) dhe qé
En (D;f)

ku Cy dhe Cs jané konstanta té cilat nuk varen nga f dhe n.

Y
P, < Con™7,

Vértetim. Vértetojmé se kushti éshté i nevojshém. Vérejmeé sé pari se nén
kushtet e teoremés vlen 8 > —ﬁ > —% (1 < p < 00), ku shenja e barazimit
ka vend vetém atéheré kur p = oo. Duke zbatuar r heré mosbarazimin (1.3), té
vértetuar gjaté vértetimit té lemés 1.2.5, fitojmé

En(f)paps <Csn 2"E, (D; v uf)p,a,ﬂ :

Prej kétej marrim
En(f)pap < Can™277A,

Vértetojmé tani se kushti éshté i mjaftueshém. Le té jeté P, (x) polinom al-
gjebrik i pérafrimit mé té miré té funksionit f. Shqyrtojmé vargun e polinomeve
Qr(x) té dhéna sipas rregullés

Qr(z) = Por(z) — Por—1(x) (k=1,2,...)
dhe Qo(x) = Pi(z). Nga kushtet e teoremés, pér k > 1 rrjedh

1Qkll,.0.5 = |1 Por — Por-1ll,, o 5 < Eor (f), 0.5+ Eox-1 (f)yas

S 2E2k—1 (f)p o B < C52 (k: 1)(27‘+)\) < C 2 k(2T+)\) (28)

Sipas rrjedhimit 1.2.1 kemi

1DasQu@)l o s < Cr2% 1 Qily s

ku C7 éshté konstanté e cila nuk varet nga k. Duke zbatuar kété mosbarazim
[ heré fitojmé

HD”MQ,C(x)H g S Cs2” ||Qkll. 0.5 (1=1,2,...7).
Prandaj nga mosbarazimi (2.8) rrjedh

D}, Q@] y < Co27FEr=20 =12, ).

P, —

Tani, sipas mosbarazimit (2.8), duke marré parasysh se Y ;_, Qx(z) = Pan(z),
nga kushti i teoremés konkludojmé se pér ¢do segment [a,b] C (—1,1) seria

> Qula)
k=0

konvergjon né kuptim té metrikés L,[a,b] te funksioni f(x), kurse nga mos-
barazimi i fundit rrjedh se seria

ZD Nz ka
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gjithashtu konvergjon né kuptim té metrikés L,[a, b]. Por, atéheré [32, f. 202] kjo
seri konvergjon te D% , , f(x). Késhtu kemi treguar se funksioni f(x) ka derivat
té rendit 2r — 1 absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1).
Pérl=1,2,...,r vlerésojmé shprehjen
Iy =||D.,  f(x)— DL, P (z)|

TV, R poa,B

Nga shqyrtimet e mésipérme éshté evidente se

s Z ||Dlz,u,ka(x)H < Oy Z 9—k(2r—214+X)

P, —
k=N+1 k=N+1

< Op27 N@r=280 (1=1,2,... 1),

prej nga pérfundojmé se Diw’“f(ac) € Lpop (I =1,2,...,r). Rrjedhimisht,
/(@) € AD"(p,a, B).
Vejmé
R, (x) = D%, Py () (2N <n <2V,

T,V

Sipas mosbarazimit té sapovértetuar kemi

I

< Cr2 M <O

ETL (D;,L/”uf)p@ﬁ S HD;,V,;Lf(:L’) - Rn(fﬂ)H

poB

Teorema 2.3.1 u vértetua. |

Né vazhdim, pérmes modulit té pérgjithésuar té lémueshmérisé té rendit té
paré® té operatorit té diferencimit japim vetité strukturale té klaséve té funk-
sioneve té pérkufizuara me ané té rendit té zvogélimit té pérafrimeve mé té
mira me polinome algjebrike. Mé saktésisht, jepen vetité strukturale té klasés
sé funksioneve joperiodike té cilat plotésojné kushtin E,,(f)pas < Cn=2r=2
(re NU{0}).

Teoremé 2.3.2. Le té jené dhéné numrat p, o, B, v, u, v, A\, vy dhe ug té
tillé’qé’lgpgoo,TENU{O},VE/J>%,

. 5 1 . 5 1
Vo=mins§ v, - — — = min _— .
0 a2 2p ) Ko /’[/72 2p ’
1) né qofté se v =p > %, atéheré o = 3, dhe
;<a<iy pérp=1,
1—ﬁ<a<uo+%—ﬁ pér 1l < p < oo,
1§a<uo+% PEr p = 00;
2) né’qofté'seu>,u>%, atéheré v —pu > a— >0, dhe
3 < B < o pérp=1,
l— 5 <B<po+3—3, pérl<p<oo,
1<B<po+3 pérp=oo;

5Né analogji me modulin e zakonshém, moduli i pérgjithésuar i lémueshmérisé i rendit té
paré shpesh quhet modul i pérgjithésuar i vazhdueshmeérisé.
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3 1 3 1
Ao =2 —fBlia—=-+—B—-+—7r <A<
0 max{|a Bl, 2+2p6 2+2p}
Le té jeté f € Lpap. Kusht i nevojshém dhe © mjaftueshém qé té plotésohet

mosbarazimi
En(f)pap < Cl”_QT_X

éshié qé f(x) € AD"(p,«, B) dhe qé

&)1 (D;,V,u,f7 6) < 026)\a

pa,f —
ku Cy dhe C1 jané konstanta té cilat nuk varen nga f, n dhe §.

Veértetim. Vérejmé se, nén kushtet e teoremés plotésohen njékohésisht kon-
ditat e teoremave 2.3.1 dhe 2.2.4. Nga teorema 2.2.4 rrjedh ekuivalenca e po-
himit f(z) € AD"(p, a, 8) dhe

@1 (D}, f.0) < Cod™

P, =

me mosbarazimin
r -
En (D f>p,(x,,8 S CSn )

T,

kurse teorema 2.3.1 implikon ekuivalencén e mosbarazimit té fundit me jobara-
zimin
En(f)p.ap < Crn” 27,

Teorema 2.3.2 u vértetua. |



Kapitulli I1I

Karakteristikat
konstruktive te disa
klasave te funksioneve

§ 3.1. Vetité e operatorit josimetrik 7, (f,z) té
translacionit te pergjithésuar

Neé kété kapitull shqyrtojmé zbatimi i modulit té pérgjithésuar té lémuesh-
mérisé w,(f,d)p o t€é funksionit f € L, o, né pérafrimin me polinome algjebrike.
Sé pari japim vetité karakteristike té operatorit josimetrik té translacionit té
pérgjithésuar 7, (f,z).

Lemé 3.1.1. Operatori Ty ka vetité vijuese

1) Operatori 7, (f,r) éshté linear sipas f;

2) m (f,2) = fl=);

3) T, (P}?”, m) = PV PPV (n=0,1,..);

4) Ty (1,2) =1;

5) Né qofté se g(x)1, (f, ) € L12 péry té ¢farédoshém, atéheré
1

/_1 f(a:)Ty (g9,) (1 — m2)2 dxr = / g(x)Ty (f,x) (1 — x2)2 dx;

—1

6) an (1, (f,2)) = P"Y Wan(f)  (n=0,1,...).

Vértetim. Vetité 1) dhe 2) rrjedhin drejtpérdrejt nga pérkufizimi i opera-
torit 7, (f, ).
Pér té vértetuar vetiné 3) shqyrtojmé funksionet

 pie oy (M o [T e
Plute) = Pie(e) (Yo [T 2
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kul=n-+ %%7 W= QTW, V= */3_7” Pér numrat realé 6; dhe t kemi
Ply(cos 1) Py (cost)
I=2)! (1 +2)!
=274 (()1'52—'_)P£2’2)(cos 01)P%Y (cost)(1 + cost)?sin® 6. (3.1)

Vejmé né formulén e shumézimit pér funksionet P!, [40, f. 140] u = k = 2 dhe

v = 0, dhe, duke marré parasysh se Pl,(cos ;) dhe Ply(cost) jané numra realé,
fitojmé

T

1
Ply(cos ;) Py (cost) = 2—/ cos 2(p1 — @) Ply(cos ) dey,
™

—T

ku [40, f. 138]

cos ) = cos 6 cost — sin 61 sint cos ¢,
sin  cos ¢ = cos 6y sint + sin 0y cost cos ¢,

sin # sin ¢ = sin 0 sin ;.
Prandaj, duke marré parasysh se cos dhe
cos 2(p1 — @) = 2(cos @y cos ¢ + sin @y sin@)? — 1

jané funksione ¢ifte sipas 1, kemi

T

1
Ply(cos 1) Py (cost) cos 2(¢1 — @) Ply(cos ) dey

l 2 '1
— o \/—+ / P(2 2) COSQ 0052(901 )sm 9d§01-

Duke krahasuar barazimin e fundit me barazimin (3.1) gjejmé
P22 (cos 0,) P (cost)

4 1 [™
- - P(22) (cos 0) cos 2 — ) sin? 0 dy;.
(1 + cost)?sin’ 017r/0 n (cosf) (1 =) 01

Por

cos 2(¢1 — ) sin® = 2(sin @ cos p cos 1 + sin @ sin @ sin @;)? — sin” 6
= 2(cos 0y sint cos 1 + sin 67 cost cos? ¢ + sin 6, sin® @1)2 —sin0
= 2(sin 6 cost + cos fy sint cos p; + (1 — cost) sin b sin? ;)2 — sin? .

Prandaj duke véné x = cosfy, y = cost dhe z = — cos g1 fitojmé

4 dz
7 (1 —22) (1+y)? V122

ku R dhe By(z, z, R) jané dhéné né (1.1), pérkatésisht (1.2). Prej kétej marrim

P2 (@) PO D(y) =7, (PP?.x).

PR () PO (y) = / By (2, A)PD(R)
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Vetia 4) rrjedh nga vetia 3) pér n = 0. Vértet,
2,2 2,2 0,4
r, (o) =7, (B, 2) = PPP @) P () = 1.

Vértetojmé tani veting 5). Le té jeté

= 1 )T T — %) dz
I—/_1f<>y<g,>(1 )2 d

4 vt oy dzdx
= m/_l /_1 f(@)g(R)By(z,2, R) (1_9C )ﬁ»

ku R dhe By(z,z, R) jané dhéné né (1.1) pérkatésisht (1.2). Kryejmé né kété
integral té dyfishté zévendésimin e variableve sipas formulave (1.5), dhe duke
marré parasysh se nga

R2+(y\/l—a:Q—za:\/l—yz)Q:l—(1—y2) (1—22)

rrjedh

[yVT=22 = zaT= 2| = VIR = (1= 2 (1 - ),
e gé implikon
By(z,z,R) (1—2%) = By(R,V,z) (1 - R?);

fitojmé

I:W(liy)z/_11/_11f(Ry—i—V\/l—RQ\/l—yQ)g(R)

% B, (RV.Ry+VVI— RV1—32) (1 - B?) %'

Késhtu
1 2 2 4
Iz/_lg(R)(l—R> (1 —R2?)(1+y)2
x/l B, (R.V.Ry+VV/T=RT= )
. N dV
xf (Ry+ VIRV =) i dR
_ / 9(R)7, (f,R) (1 - R?)” dR,

-1

qé duhej vértetuar.
Vértetojmé né fund vetiné 6). Shqyrtojmé

J=a, (Ty (f,z)) :/ 7, (f,2) P22 (z) (1- x2)2 dzx.

-1
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Né bazé té vetive 5) dhe 3) kemi

/f P(%2) )(1—9@2)20396
04) / f (22) )( —3;2)2 dIZP»,(LOA)(y)an(f)'

Lema 3.1.1 u vértetua. |

Lemé 3.1.2. Le té jeté r € N dhe f(x) funksion me derivat %f(x) té
rendit 2r—1 absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment [a7 bl C (—=1,1). Atéheré

1) Péry té fiksuar funksioni T, (f, =) ka derivat 3 & Joz=r T, (f, ) té rendit 2r—1
sipas x absolutisht té vazhdueshem né ¢do segment [c d c (-1,1).

2) Pérx té fiksuar funksioni T, (f,z) ka derivat %Ty (f,x) té rendit 2r—1
sipas y absolutisht té vazhdueshem né ¢do segment [c,d] C (—1,1).

3) Né qofté se Dy oof(x) € L1,2, atéheré pérr =1 dhe pothuajse ¢do x dhe y
nga segmenti [—1,1] kané vend barazimet

7y (Da22f,®) = Dy 227, (f,2) = Dy o7, (f, 7).

Vértetim. Vértetojmé pohimin 1). Le té jeté r = 1. Vejmé

B 4B, (z,z, R)
A = T (L eV

ku R dhe By(z, z, R) jané dhéné né (1.1), pérkatésisht (1.2). Kemi

/ 7i 2) — i 4B, (x,z, R)
(@) = ol )_f(R)dwﬂ'(l—xQ)(l—i-y)Qm
4By(z,z, R) R — /
+7T(1*I2)(1+y)2 1— 22 (y N 1 y2>f(R)

Shqgyrtojmé funksionin

R(z) =zy+ 2V 1—22y/1— 42

Pér x = cos 6; kemi
dR
5= —ysinf; + z@cos@l.
1

Meqé pér y dhe z té fiksuar funksioni <& W éshté i1 vazhdueshém dhe ka jo mé
Vi-y?
Y

atéheré funksioni R éshté rigorozisht monoton sipas 6; né sc:ilin nga segmentet
[0,600] dhe [fp, 7]. Tani nga monotonia rigoroze e funksionit z = cosf; né seg-
mentin [0, 7] rrjedh monotonia rigoroze e funksionit R sipas x né sc:ilin nga
segmentet [—1, cos ] dhe [cos by, 1]. Prandaj, vazhdueshméria absolute e funk-
sioneve f(x) dhe f'(z) né segmentin e ¢farédoshém [c, d] C (—1,1) implikon [38,

shumé se njé rrénjé (nése ekziston) 6y = arctg <z né segmentin [0, 7],
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f. 228] vazhdueshmériné absolute sipas x té funksioneve f(R), pérkatésisht f'(R)
né sc:ilin nga segmentet [—1,cos 8] N [¢,d] dhe [cosby, 1] N [c,d]. Meqé funk-
sionet f(R) dhe f'(R) jané té vazhdueshme sipas = né [c,d], nga pérkufizimi i
vazhdueshmérisé absolute rrjedh se funksionet f(R) dhe f'(R) jané absolutisht
té vazhdueshme sipas x né [c, d].

Meqé funksioni ¢'(z) paraget shumé prodhimesh té funksioneve absolutisht
té vazhdueshme, konkludojmé se ¢'(x) éshté funksion absolutisht i vazhdueshém
né ¢do segment [c,d] C (—1,1). Meqé sipas teoremés sé Lagrange-it mbi té

mesmen ( " (@) p
plx+n)—p
A S S A <0<
Y djj(p(x—&—eh), 0<6<1,

atéheré

ola+h)—o@)| _

pér ¢do x dhe = + h nga [c,d], pér y dhe z té fiksuar nga [—1,1]. Rrjedhi-
misht, duke zbatuar teoemén e Lebesgue-ut mbi kalimin me limit nén shenjén
e integralit [41, f. 346] konkludojmé se pér y dhe z té fiksuar, né ¢do segment
[e,d] C (—1,1) ekziston derivati i fundém

d [T eleth) — () L
%Ty(f,x)—%li% _1fdz—/_l<p(sc)dz.

Tani, vazhdueshméria absolute e funksionit ¢'(z) implikon vazhdueshmériné
absolute té derivatit %Ty (f,x) né ¢do segment [c,d] C (—1,1).

Késhtu u vértetua pohimi 1) pér r = 1.

Le té jeté r > 1. Me induksion mund té vértetohet se per l =1,2,...,2r—1
kemi

- v (1) (G ) e

k=0
ku i .
dF d’ f(R) dH*i R
dmkf(R) - Z dRY Z Ok | T
v=1 H1Ze 2> p >0 j=1
pateFp=k

Me rezonim analog sikur né rastin r = 1 vértetohet se funksioni ¢ (z) éshté
absolutisht i vazhdueshém né ¢do segment [c,d] C (—=1,1) (I =1,2,...,2r — 1).
Duke zbatuar teoremén e Lebesgue-ut, pérfundojmé se pér y dhe z té fiksuar,
né ¢do segment [c,d] C (—1,1) ekziston derivati i fundém

q2r—1 1 (p(2r—2) (l‘ 4 h) _ (p(2r—2) (x)

WTy (f, Z‘) = lim

h—0 J_4 h dz

1
= / <p(2r_1)(m) dz.

-1

Rrjedhimisht, vazhdueshméria absolute e funksionit nén shenjén e integralit

implikon vazhdueshmériné absolute té derivatit d‘f;%Ty (f,z) né ¢do segment
[e,d] C (—1,1).
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Pohimi 1) u vértetua.

Me rezonim plotésisht analog, duke shfrytézuar faktin se R €shté simetrik
sipas = dhe y, vértetohet vazhdueshméria absolute e funksionit d‘fg%ry (f,x)
pér z dhe z té fiksuar.

Vértetojmé pohimin 3). Sé pari vértetojmé barazimin

Ty (Dw,272f7x) = w22T <f7 ) : (32)

Nga pohimi 1) rrjedh se per ¢do y té fiksuar funksioni 7, (f, =) ka derivat
1

absolutisht t& vazhdueshém -£7, (f,z) né ¢do segment [a,b] C (—1,1). Rrjedhi-
misht, ekziston D 2 27, (f, )

Le té jeté fillimisht f(x) funksion pafundésisht i derivueshém gé anulohet
jashté ndonjé segmenti [a,b] C (=1, —y)U(—y,y)U(y, 1). Duke zbatuar vetité 5)
dhe 3) nga lema 3.1.1 kemi

1_/11 (Dyoaf, ) P2 (2) (1 —22)? da
/Dm22f ( P(22) l’)(lfo)Qd:c

= P"(y) / Do f(2)PP(2) (1 - 2%)” da
-1

d d

= P (y) /_ lP,(f’Q)(x)% (1 _xQ)Bch f(z)dz. (3.3)

Integrojmé parcialisht, duke marré parasysh se % f(x) = 0 jashté [a,b] C
(—1,1), pér té fituar

I=-P"Y(y) /1 (1-2?)° <(jxf(x)> %Pﬁ”(@ d.

-1

Integrojmé sérish parcialisht, tani duke pasur parasysh se f(x) = 0 jashté [a, b] C
(=1,1), dhe kemi

I =Py /f 1—x)3iP<22>()dx

/ Dy2 2 P22 (2) f(2) (1 —22)° da.

Dihet se [36, f. 171]
D, 22P2 (z) = —n(n 4 5)P>? (z).

Prandaj pér funksionin f(z) pafundésisht té derivueshém qé anulohet jashté
ndonjé segmenti [a,b] C (=1, —y) U (—y,y) U (y,1) vlen

I=—n(n+5)P% () /_ 1 F@)P2? (z) (1 - 2?)* da. (3.4)
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Duke zbatuar pérséri lemén 3.1.1 fitojmé
n—|—5/ f(z P(22) )(1—x2)2dx
<n+5>/ , (7.2) PE2(a) (1~ 2%)” da
-1

=/ 7, (f,2) Dp2 s P22 (@) (1 - 2%)° de. (3.5

-1

Vérejmé se 7, (f,z) = 0 jashté ndonjé segmenti [y,d] C (—1,1). Vértet,
duke véné
€= min{|a - y|) |a + y|’ |b - y|7 |b + y|}’

pér |z| > 4,dmth V1 —122 < 5, kemi

|R—:Ey|:‘2\/1—x2\/1—y2‘§\/1—$2<%
dhe

|R—ay| > |R—ysgnz| — |sgna — z|ly| = |R — ysgna| — (1 - [z[)|y|
> |R—ysgnz|— (1 - |z]),
ku R éshté dhéné né (1.1). Prandaj, pér € < 2,

62

R-ysgnal < S+1-fol<S+1-s? <S4S <

N& kété ményré, pér v = —1+44/1 — £, 5 = 1—/1 — & kemise z € [~1,1]\[4, ]
implikon |[R—ysgnz| < ¢, d.m.th. R € [—1,1]\[a, b], Prej kétej, f(R) = 0 jashté
segmentit [y, d] C (—1,1), rrjedhimisht 7, (f,x) = 0 jashté [y, d].

Tani, duke integruar dy heré parcialisht né (3.5) fitojmé

1
_ 2 (4 pe d
I = [1 (1 T ) <den (as)) dey (f,z) dzx

(f.) P8P () (1 —a?)? da.

Késhtu

/ ( 122‘}07 ) 22)( )(1—1‘2)2

-1
1
= / Dy oot (f, ) P (z) (1 - $2)2 dx (n=0,1,...).
-1
Rrjedhimisht, pér y té fiksuar té gjithé koeficientét Fourier—Jacobi té funksionit
Fi(z) =7, (Dy22f,7) = Dy 227, (f, @)
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sipas sistemit té polinomeve té Jacobi-t {P£2’2) (x)}oo . anulohen. Nga vetia e
plotésisé sé kétij sistemit né L o [42, f. 323] p'érfundoﬁn'é se F1(z) = 0 pothuajse
kudo né [—1,1].

Né kété ményré barazimi (3.2) éshté vértetuar pér y té fiksuar, pér funk-
sionin f(x) pafundésisht té derivueshém qé anulohet jashté ndonjé segmenti
[av b} - (_1a _y) U (_ya y) U (yv 1)

Le té jeté tani f(z) funksion gé plotéson kushtet e lemés, d.m.th. me de-
rivat f'(x) absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1). Le té
jeté g(z) funksion pafundésisht i derivueshém qé anulohet jashté ndonjé seg-
menti [e,d] C (=1, —y) U (—y,y) U (y,1). Atéheré, éshté evidente se

g(x) (1 - x2)3 %Ty (f,z) =0

dhe
7, (f,2) (1-22)° %g(:c) —0
pérx — —14+0dhe z —1—0.
Le té jeté )
J = /1 Dy 207, (f, ) g(x) (1 - :1:2)2 dx. (3.6)

Integrojmé dy heré parcialisht, duke konsideruar sé pari té parin e pastaj té
dytin nga dy limitet e mésipérme, pér té fituar

n=-| - (;‘i (f, m>) gt da

-1

1
- /1Ty (f,z) % (1 —x2)3 %g(m) dx

1
2
= / Dw,2,2g(m)7-y (f> .’L‘) (1 - .’L‘2) dz.
—1
Duke zbatuar lemén 3.1.1 kemi
1
Jp = / F(@)7, (Dyzog, ) (1 - 2%)° da. (3.7)

—1

Le té jeté tani
! 2
Jo = / 7y (Dz22f, ) g() (1 — x2) dz.
-1

Sipas lemés 3.1.1
! 2
JQ = / Dm72,2f($)7'y (971') (]. — xz) dl’
-1

:/ 7, (9, 2) % (1 —m2)3 %f(x)dac

-1

Si¢ kemi vérejtur mé heret, pér funksionin g(z) pafundésisht té derivueshém
qé anulohet jashté ndonjé segmenti [c¢,d] C (—1,—y) U (—y,y) U (y,1) kemi
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7, (g, ) = 0 jashté ndonjé segmenti [y,d] C (—1,1). Prandaj duke integruar dy
heré parcialisht fitojmé

Ty = — /_11 (1-2%)° ((ng(@) %Ty (g,2) da
— /_11 f(x)% (1 — x2)3 diTy (g9,z) dx
2

/ Dy 27, (g:2) f(z) (1 —2%) da.

Nga barazimi (3.7) dhe barazimi i fundit rrjedh

1
Jo— J = / (Dz,2,2Ty (9,%) = 7, (Da 2,29, ;v)) flx) (1 — x2)2 dz.

-1

Por, pér funksionin g(x) pafundésisht té derivueshém gé anulohet jashté ndonjé
segmenti [¢,d] C (—1,—y) U (—y,y) U (y,1) éshté vértetuar barazimi (3.2) pér
pothuajse té gjithé x € [—1,1]. Rrjedhimisht,

1
JQ_le/ (’Ty(Dm_rgyzf,CU)— 122’7' (f, )) ( )(1—1’2)2 dLE:O

-1

pér ¢do y.

Meqé segmenti [c,d] C (—1,—y) U (—y,y) U (y,1) éshté zgjedhur i ¢faré-
doshém, kurse g(x) — funksion i ¢farédoshém pafundésisht i derivueshém qé
anulohet jashté segmentit [c, d], atéheré [32, f. 41]

Ty(Da:,z,zf,x): x,2,2Ty (f )

pothuajse kudo né [—1, 1] pér y té fiksuar.
Barazimi (3.2) u vértetua.
Vértetojmé tani barazimin

7y (Dz22f,x) = Dyoat, (f,7). (3.8)

Sipas pohimit 2) kemi se per ¢do x té fiksuar funksioni 7, (f, x) ka derivat

absolutisht t& vazhdueshém - 7, (f, ) né ¢do segment [a,b] C (—1,1). Rrjedhi-
misht, ekziston Dy, 0,47, (f, )

Le té jeté ﬁlhmlsht f(x) funksion pafundésisht i derivueshém qé anulohet
jashté ndonjé segmenti [a,b] C (—1,—y) U (—y,y) U (y,1). Atéheré,

1
2
L = / Dyoa7, (fr2) PP (2) (1 - 2%)" do
-1
1
2

= Dy,0,4 Ty (fa l‘) P75272) (1’) (1 - IZ) dz.

-1

Duke zbatuar lemén 3.1.1 fitojmé

y04/ f(z P(22) )(1_952)2‘“5

1
— D, 04PN (y) / F@)PED(2) (1 - 22)? da.
-1
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Dihet se [36, f. 171]
Dy 0aPY (y) = —n(n 4 5) PO (y).

Prandaj

I = —n(n + 5 POY(y) /_ @R ) (1—a%)’ da.

Prej kétej, duke zbatuar barazimet (3.4) dhe (3.3) marrim

1
2
I :/ 7, (Do f, ) PP (z) (1 - 2?)” da.

-1

Rrjedhimisht,

1
/ Dy047, (f, ) PT(LQ’2)(5E) (1 - IQ)Z dx
—1

1
:/ 7y (Dagaf,2) PPD(@) (1-2%)°de=0 (n=0,1,...)
-1

qé d.m.th. se, pér y té fiksuar té gjithé koeficientét Fourier—Jacobi té funksionit

FQ(x) = Dy,0,4Ty (f> .’17) — Ty (DIL’,Q,Qf? CE)

o0

sipas sistemit té polinomeve {P,SQ’Q) (as)} anulohen. Prandaj Fy(z) = 0
n=0

pothuajse kudo né [—1,1]. Né kété ményré barazimi (3.8) éshté vértetuar pér

funksionin f(z) pafundésisht té derivueshém qé anulohet jashté ndonjé segmenti
[a,b] C (—1,—y) U (—y,y) U (y, 1), pér pothuajse té gjithé = dhe y nga [—1, 1].

Le té jeté tani f(x) funksion qé plotéson kushtet e lemés, d.m.th. me de-
rivat f'(x) absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1). Le té
jeté g(x) funksion pafundésisht i derivueshém gé anulohet jashté ndonjé seg-
menti [e,d] C (=1,—y) U (—y,y) U (y,1). Atéheré, duke zbatuar lemén 3.1.1
kemi

J= | Dyour,(f.x)g(z)(1-2%)" dz
-1

1
— Dy,0,4/ o (f,z)g(x) (1 - x2)2 dx

-1

= Dy$0’4/ f(iL')Ty (g9,) (1 — 952)2 dx

-1
1
= /1 Dy 0,47, (9,2) f(x) (1 — x2)2 dx.

Meqé pér funksionin g(z) pafundésisht té derivueshém gé anulohen jashté seg-
mentit [c, d] éshté vértetuar barazimi (3.8), kemi

1
J :/ 7y Dz 229, %) f(x) (1 - x2)2 dx.

-1
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Prej kétej, duke zbatuar barazimet (3.7) dhe (3.6) marrim

1 ) 9
J :/ Dy 20, (f,2) g(x) (1 —2%)" da.
1

Duke zbatuar barazimin (3.2), té vértetuar mé paré, fitojmé
! 2
J = /71 Ty (Dg22f,7)g(x) (1 — 9:2) dx.
Né kété ményré
1
/1( 04Ty (f,2) =7, (Da 22 f, 1)) ()(1—x2)2dx:0.

Tani barazimi (3.8) rrjedh nga arbitrariteti i funksionit g(z).
Lema 3.1.2 u vértetua né teresi. |

Rrjedhim 3.1.1. Le té jené r dhe |l numra natyroré dhe f(x) funksion me

derivat (fj;%f(x) té rendit 2r — 1 absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment
[a,b] C (—=1,1). Pér pothuajse ¢do x dhe y kané vend barazimet

T (Do22fi®) = Doty o, (frw) - (r=1,2,.).

Vértetim. Pér r =1 = 1 barazimi i rrjedhimit rrjedh nga lema 3.1.2.
Le té jené [ > 2 dhe r = 1. Eshté e qarté se operatori D 2. 2f( ) ka deri-

w72172 f(z) absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1).
Prandaj sipas lemés 3.1.2 kemi

Ty, (Di:,zzfa x) = Dm’2’2Ty1 (Di;21,2f7 $) .

Duke zbatuar kété barazim [ heré fitojmé

Tyl (Dalv,272f7x) w22 1(f7 )

D.m.th., barazimi i rrjedhimit vlen pér ¢do ! € N dhe r = 1.
Tani pohimi i rrjedhimit 3.1.1 vértetohet lehté duke zbatuar induksionin
matematik. |

Lemé 3.1.3. Le te jeté f(x) funkszon me derivat f'(x) absolutisht té vazh-
dueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1) dhe Dy 2of(x) € L12. Pér pothuajse
¢do x kané vend barazimet

()= 5@ = [[1= o a0 [ 5 (Draafin) (14 0)! duds
dhe
Ty (f’m)_TO (fax)
Y —1
= 7/ (1—v)"11+ v)75/ 7o (Dzoof,2) (1 +u)* dudv.
0 v
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Vértetim. Vértetojmé barazimin e paré té lemés. Né qofté se f(x) éshté
funksion pafundésisht i derivueshém qé anulohet jashté ndonjé segmenti [a, b] C

(-1, —y)U(—y,y)U(y, 1), atéheré nga lema 3.1.2 rrjedh se funksioni -7, (f,z)
éshté i kufizuar. Duke zbatuar lemat 3.1.2 dhe 3.1.1 fitojmeé

/y(l —v) M1 +v)? /v 7w (Deaof,2) (1 +u)* dudv
1 1
Y v
=/ (1—v)—1(1+v)—5/ Duyoa7, (f.2) (14 u)* dudv
1 1

- [fa-oraso [ La-uas s

=7, (f.2) =7 (f,2) = 7, (f.2) - f(x)

d T, (fyx) dudv
u

pér pothuajse ¢do x € [—1,1].

Le té jeté tani f(x) funksion me derivat f’'(x) absolutisht té vazhdueshém né
¢do segment [a,b] C (—1,1). Le té jeté g(x) funksion pafundésisht i derivueshém
qé anulohet jashté ndonjé segmenti [c,d] C (=1, —y) U (—y,y) U (y,1). Atéheré,

Jl/ll/ly(lv)1(1+v)5

X /IU Tu (Dyoaf,z) (1+u)'g(z) (1 - x2)2 du dv dz
B Y _,Ufl 075 v u4
- [la-va+0 [ara

1
X / Tu (Do 2f, ) g(x) (1 - m2)2 dx dudv.

1

Le té jeté
1
Jo = / Ty (Dz22f,x) g(x) (1 — x2)2 dx.

-1
Sipas lemés 3.1.1

! 2
Jo = / Dyaof(2)7, (9,2) (1 —2?)" da.
-1

Meqgé, si¢ éshté treguar gjaté vértetimit té lemés 3.1.2, 7, (g,2) = 0 jashté
ndonjé segmenti [, ] C (—1,1), duke integruar dy heré parcialisht fitojmé

1 o
J2 :/ Dy o7, (9,2) f(z) (1 —2%)" da.
-1

Rrjedhimisht, duke zbatuar lemén 3.1.3,
Y v
Ji = / (1—v)"1(1 +v)_5/ (1+u)!
1 1
! 2 ! 2
X / Dy oot (9.2) f(z) (1 —2%) dedudv = / f(z) (1-27)
1 -1
Yy

></ (1—v)*1(1+v)*5/ 7 (D2 2,29, %) (1 +u)* du dv dx.
1 1
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Por pér funksionin g(z) pafundésisht té derivueshém qé anulohet jashté ndonjé
segmenti [c,d] C (—1,—y) U (—y,y) U (y,1) éshté vértetuar barazimi i paré i
lemés pér pothuajse ¢do = € [—1,1]. Prandaj

J = / (Ty (9,2) — g(a:)) f(x) (1 — x2)2 dx.

—1

Duke zbatuar lemén 3.1.1 fitojmé

1
Ji = / (Ty (f,z) = f(x)) g(z) (1 - x2)2 dz.

-1

Prej kétej, né saje té arbitraritetit té funksionit g(x) marrim [32, f. 41]

v (fr) — fx) = / "W—w) (1) / o (Dusafox) (14 u) dudo

pér pothuajse ¢do x.

Barazimi i paré i lemés u vértetua.

Vértetojmeé tani barazimin e dyté té lemés. Né ményré analoge sikur mésipér,
pér funksionin f(z) pafundésisht té derivueshém qé anulohet jashté ndonjé seg-
menti [a,b] C (=1, —y) U (—y,y) U (y, 1), duke zbatuar lemén 3.1.2 fitojmé

- /y(l - v)_l(l + v)_5 /_1 Ty (Dza2f,x) (14 u)4 dudv
0 . v .
= —/ (1—v)71(1+v)75/ Dy 047, (f, ) (1—|—u)4dudv
0 v

v ' d
—— [a=o sy [ S0 w0 S () dude
=7, (f,2) =70 (f;2)
pér pothuajse ¢do = € [—1,1].
Le té jeté tani f(x) funksion me derivat f’(x) absolutisht té vazhdueshém né

¢do segment [a,b] C (—1,1). Le té jeté g(x) funksion pafundésisht i derivueshém
qé anulohet jashté ndonjé segmenti [¢,d] C (—1,—y) U (—y,y) U (y,1). Vejmé

1 ry
n==[ [a-otaso
- 4 _o2\2
X Tu (D22 f ) (1 +u)ig(z) (1 —2%)" dudvda.

Né ményré plotésisht analoge sikurse gjaté vértetimit té barazimit té paré té
lemés fitohet

Jy = — /11 f@) (1 - ) /Oyu o) 14 0)

-1
X/ 7 (Di.2.29, %) (1 4+ u)* dudv dz.
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Meqé pér funksionin g(z) pafundésisht té derivueshém gé anulohet jashté ndonjé
segmenti [¢,d] C (—1,—y) U (—y,y) U (y,1) vlen barazimi i dyté i lemés pér
pothuajse ¢do x € [—1, 1], kemi

J3 = [1 (Ty (gal‘) — To (g,a:)) f(J?) (1 _ 332)2 da.

Duke zbatuar lemén 3.1.1 fitojmé
1
2
I3 = / (Ty (f,x) — 1 (fax)) g(z) (1 — x2) dz.
-1

Prej kétej, né saje té arbitraritetit té funksionit g(x) fitohet barazimi i dyté i
lemés.
Lema 3.1.3 u vértetua. |

Rrjedhim 3.1.2. Le te jeté f(x) funksion me derivat f'(z) absolutisht té
vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1) dhe Dy 2f(x) € L1 2. Pér pothua-
jse ¢do x dhe ¢do t € (—m, ) kané vend barazimet

7 (fx) = flx)

= /Ot (sin %)_1 (cos g>_9 /OU Ty (Dg22f,x) (Sin g) (cos %)9 du dv

dhe
7A-t (f’ 33) - 7A_7r/2 (f,.f)

- /:/2 (Sin %)_1 (COS %)_9 /: 7y (Dz22f, ) (Sin g) (cos g)g du dv.

Barazimi i paré implikohet drejtpérdrejt nga barazimi i paré i lemés 3.1.3,
duke zévendésuar cosu dhe cosv né vend té u, respektivisht v. Né ményré
analoge, barazimi i dyté rrjedh nga barazimi i dyté i lemés 3.1.3.

Pohimi i teoremés vijuese €shté analog me até té teoremés 2.1.1 pér opera-
torin T, (f,x) dhe trajton kufizueshmériné e operatorit 7, (f, ).

Teoremé 3.1.1. Le té jené dhéné numrat p dhe « té tille gé 1 < p < oo;

5<a<l pérp =1,
l—i<a<%—ﬁ pér 1l <p < oo,
1<a<% PEr p = 0.

Le té jeté f € Ly o. Vlen mosbarazimi

C
17 (frellpe < —7 IS
t P, cos4%

Ipracs

ku C' éshtée konstanté e cila nuk varet nga f dhe t.
Vértetim. Le té jeté

1

4t
mCcos” 5

dz

1 1
m/_l Bcost(xazvR)f(R)ﬁ

T=|7 (f,2)lp =

)
b,
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ku R dhe Beost(z, 2, R) jané dhéné né (1.1), pérkatésisht (1.2). Duke zbatuar
lemén 1.2.4 fitojmé

Beose(e,2, B)| 2 ([y/T =0 — o/ 1= 42|+ 2@@)2+1_R2
<19(1-R?).

Tani, duke zbatuar rrjedhimin 1.2.2 fitojmé

o 1 /1 ) dz Cy
I<— || ——= 1-R R)|— < —= .
~ cost ‘1—1‘2 1 ( )1 )|\/1—z2 v cos* £ 1£1lp.a
Teorema 3.1.1 u vértetua. |

Rrjedhim 3.1.3. Le té jené dhéné numrat p, o dhe r té tillé g¢ 1 < p < oo,

reN;
1 o
5<a<l pérp =1,
l—i<a<%—i pér 1l <p < oo,
1§a<% PEr p = 0.

— 1 1 lpas

<
pa (cosi)

ku C éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhet; (j =1,2,...,7).

C
t
2

Vértetim. Né ményré analoge sikur gjaté vértetimit té rrjedhimit 2.1.2
mund té tregohet se operatori A{ (f,z) 1 diferencés sé pérgjithésuar té rendit r
paragitet si kombinim linear i fugive ﬁjl ,,,,, 1, (o) (1 <dg < -0 <igsk =
1,2,...,7) té operatorit pérkatés té translacionit té pérgjithésuar. Tani, pohimi
i rrjedhimit 3.1.3 vértetohet duke zbatuar r heré teoremén 3.1.1. |

Rezultati vijues paraget vlerésimin nga sipér té modulit té pérgjithésuar té
lémueshmérisé W, (f,d)p, o, té pérkufizuar pérmes operatorit 7, (f, ), me ané té
operatorit té diferencimit Dy, 5 o f(z).

Teoremé 3.1.2. Le té jené dhéné numrat p, o dhe r té tillé g¢ 1 < p < oo,

r € N;
1%<a§§ | péirp=1,
1—%<a<575 pér 1l <p < oo,
1§0¢<% PEr p = Q.

Le té jeté f(x) € AD"(p,). Pér 0 <§ <7 vlen mosbarazimi

C T T
WéQ HDx,z,zf(f)Hp’a,
2

ku C' éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe 0.

@r(f,0)pa <

>

Vértetim. Vértetojmé sé pari se pér |t;| < = (j = 1,2,...,7) ka vend
barazimi
Ch

— 2. t3||D T 3.9
pa~ [Ii_ycost P Dz 22 f (@), 0s  (39)

|&r,. . o)
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ku C éshté konstanté e cila nuk varet nga f dhe ¢t; (j =1,2,. r)
Le té jeté r = 1. Vértetojmé mosbarazimin (3.9) pér 0 < t1 < 5. Sipas
rrjedhimit 3.1.2 kemi

L= |7, (f,2) - f@)],,

/Ot1 (sin %)71 (cos %)79 /OU Ty (Dg22f,x) (sin %) <cos %)9 du dv
P

Duke zbatuar mosbarazimin e pérgjithésuar té Minkowski-t dhe teoremén 3.1.1
fitojmé

L < /Otl (sin ;>_1 (cos g)—g
X /Ov 17 (D22 @), (sin g) (cos g)g du dv
< G2 |Dy22f(2)], 4 /Otl (Sin g)_l (cos g>_9 /OU (sin g) (cos g)S dudv.

Prej kétej, duke marré parasysh se pér 0 < t; < 3 vlen

[ 8) (eons) " [ (o) (cost)” duae
S(“”’%)_g/ Sm 1/ Sln—dudv
)//dudv< )t?,

— 17 [ Da22f (x .o

fitojmé

Cs

P, — 4t1
COS™ 5

I < Cs3t? || Dyaaf(a)|

Le té jeté % < t; < . Atéheré, sipas rrjedhimit 3.1.2 kemi

p,x

B (F) = Foga (F,0)|
) )
X /1)7r 7y (Dg2.2f, x) (sin g) (cos %)9 du dv )

Duke zbatuar sé pari mosbarazimin e pérgjithésuar té Minkowski-t, pastaj teo-
remén 3.1.1 fitojmeé

I, < /:/12 (Sin g)ﬂ (cos %)79
></7T |7 (Dg22f, ) (smu) (cosf) du dv

31 vy —1 U\ B
< Cy||Dy22f(2)l, //2 (sin 5) cos - / sm cos 5) du dv.
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Mé tutje, duke marré parasysh se pér 5 < t; < vlen
@ A o\=9 [T u u\3
/ (sin 7) (cos 7> / (sin 7> (cos 7) dudv
/2 2 2 . 2 2
-1 2 2
< (sm ) <cos ) / / dudv < %,
4 w2 4cos* 5

fitojmé

Cs Cs
IQSCOSTLIH av22f( )Hpa—

2

— 17 [ Da22f (x Ny - (3.10)

oad T
COS B)

Meqé

7 (o) = F @), 0 < |

Toy2 (fr2) = f(2)

)
b,

i (F.2) =2 (L) 4]

duke zbatuar mosbarazimin (3.10) dhe rastin 0 < ¢; < 7 t&é mosbarazimit (3.9)
pér r =1 té vértetuar mé paré, gjejmé se pér § < t; < 7 vlen

C
|7, (F.2) = F@)|| , < (Cosftlt% + 06> 1D 22f ()],
2

C7 2
< g D22l @l

Né kété ményré, pér r = 1 mosbarazimi (3.9) éshté vértetuar pér 0 < ¢; < 7.
Pér t; = 0 mosbarazimi (3.9) éshté evident. Meqé

Tcostl (f,l‘)— cos( t1) (f? )7

mund t€ konsiderojmé se mosbarazimi (3.9) vlen pér r = 1 dhe |t;] < 7.

Supozojmé tani se mosbarazimi (3.9) vlen pér ndonjé r € N. Ashtu sikur
gjaté vértetimit pér r = 1, duke marré A;Mtr (f, ) né vend té f(x) dhe duke
pasur parasysh se sipas lemés 3.1.2 dhe teoremés 3.1.1, f(x) € AD""1(p, )
implikon A7, (f,z) € AD™!(p, ), fitojmé

« Cs
+1 2
HAZ,...@H (f, ) < 1 o i+l HDm,2,2At1 ..... t, (f,x)
pa  cost T+ D,
Duke zbatuar rrjedhimin 3.1.1 fitojmé
At o (fo)|| < _ % _p A} (Dypaf.x)
ti,eetrgt ) o cos? tr+1 r+1 vty r,2,2) 5 - .

Duke pasur parasysh se f(z) € AD"!(p, a) implikon D, 22 f(z) € AD"(p, ),
né bazé té induksionit matematik mosbarazimi (3.9) u vértetua.

Duke kaluar né mosbarazimin (3.9) né supremum sipas té gjithé ¢;, [¢t;| < ¢
(j=1,2,...,7), fitojmé mosbarazimin e teoremés.

Teorema 3.1.2 u vértetua. ]

Vérejmeé se vetia analoge me teoremén 3.1.2 pér modulin e zakonshém té
lémueshmérisé éshté dhéné p.sh. né [39, f. 116].
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§ 3.2. Mbi disa veti té operatoréve H (f,z) dhe
H5 (f7 x)

Né vazhdim do té shqyrojmé vetité e operatoréve H (f,x) dhe Hy (f,x),
té cilat do té pérdoren si pohime ndihmése gjaté vértetimit té rezultateve nga
pika vijuese. Né bazé té vetive qé do té vértetohen né kété piké, éshté evi-
dente analogjia e lidhmérisé sé operatoréve H dhe Hs ndaj operatorit té de-
rivimit Dy 22 me lidhmériné e integralit, respektivisht integralit té caktuar
ndaj derivatit té zakonshém té funksionit. Prej kétej, kushtimisht operatorét H
dhe Hs mund té konsiderohen si operatoré té integrimit, pérkatésisht integrimit
té caktuar.

Lemé 3.2.1. Le t€ jené dhéné numrat p dhe o té tillé ¢¢ 1 < p < oo;

—-1l<a<?2 pérp=1,
f5<oz<3ff pér 1l < p < oo,
0<a<3 PEr p = Q.

Né qofté se f(x) € Lp o, atéheré H (f,x) € Lp.q.

Vértetim. Si¢ kemi treguar gjaté vértetimit té teoremés 2.2.2, nén kushtet
e teoremés, f € L, implikon f € Lq 2. D.m.th. ekziston H (f, z).
Pér 1 < p < oo vejmé

1
T=|H(f0)|", = / (=) () o

Le té jeté p = 1. Shqyrtojmé

1
= *xza X X
117/0 (1= %) [H (f,2)|d

1 x 1
§/ (1—x2)a/ (1—y2)73/ (1—22)2 f(z)—c—1 dzdydx.
0 0 y Co
Eshté evidente se
1 x 1 1
n<e [ a-ar [ 0= [ a2 - 2| ddya
0 0 y Co

Duke ndérruar renditjen e integrimit dhe duke marré parasysh se —1 < o < 2
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fitojmé!
1
Ilgcl/(lfzf
0
— & ' 2
_a+1/0(1—z) () - &

1
SC’Q/ (1—-2)%z
0

Meqé f € L1, dhe o > —1, kemi

flz) -2

Co

dZSCQ

Co 1,

I < oo.

Shqyrtojmé
0
I, = 1—2)%H d
o= [ 0=a) 1 (o)l da
x 1
)8 _ .22 _a
/0(1 y?) /y(l ?) <f(z) CO) dzdy‘dx.

o

Nga pérkufizimi i ¢; dhe ¢ rrjedh

/1 (1- z2)2 (f(z) - Cl) dz = 0.
—1 Co
Prandaj

/yl (1-22) (f(Z) - Z;) dz = —/_yl (1-22)° <f(2) = Z;) dz.  (3.11)

Prej kétej marrim

I gcg/ol(ux)a/:(wy)S/i(uz)?

Duke ndérruar renditjen e integrimit? fitojmé

(2)

dz dy dx.

1

12<03/ (1+2)%|f(2) — - /z(l+y) 3/i(1+x)”‘dmdydz.

1Kemi

rmn{zz}
/// dzdydr—/ // dydzdx
min{z,z} 1 rz pl
:/ // (-)dydmdz:/ / /(-)dxdydz.
o Jo Jo o Jo Jy
2Kemi

0 0 Yy
/ / / ) dzdyda::/ / / Ydydzdx
—1Jz J-—1 —1J—1 Jmax{z z}
/ / / dydxdz—/ / / Ydrdydz.
max{x, z}
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Prej kétej, me rezonim analog sikurse né rastin e méparmeé fitojmeé
Iy < oo.
Késhtu, pér p = 1 éshté vértetuar se
I=5LHL+1 <.
D.m.th., H (f,z) € L1 4.
Le té jeté 1 < p < co. Kemi

IH(fw)IS/OI (1—y2)3/yl (1-2%)°

Shqgyrtojmé

C1

f(2) dzdy.

€o

1
I3 = /0 (1- x2)pa |H (f,z)|P du.

Le té jeté 0 <z < 1. Zgjedhim numrin v té tillé qé

p

Duke zbatuar né integralin e jashtém mosbarazimin e Hoélder-it, duke pasur
parasysh se v > —2 — % fitojmé

1 1 .
max{a—3+,—2—} <y < min{0,a — 2}.
p

P
dz dy)

P
dz} dy

fz) -2
Co

H (f,2) ] < Cy (/Ox<1—y>-3/yl<1—z>2

< 04/0””(1 -y {/yl(1 —2)?
" {/0“(1 — )3 dy}p

< Cs(1— )2t /Ox(l —y) {/yl(l —z)?

Duke zbatuar tani mosbarazimin e Holder-it né integralin e brendshém, duke
pasur parasysh se v > a — 3 + % gjejmeé

£(z) - 2—;

-1

p
flz)— Z;‘ dz} dy.

H(fa)l < Gl —ap 20t 1y

1 e P 1 , p—1
X / (1= 2P\ f(z) = 2| dz {/ (1—2)@ o5 dz} dy
y o y
T 1 ¢ p
< Co(t -2y [y [a- s i) - 2
0 y Co
Prej kétej marrim
1 T
I3 < CG/ (1- fﬂ)p(a_2_7)_1/ 1=y
0 0
1 e |P
x/ (1— 2P| f(2) — 2| dzdyda.
y o
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Duke ndérruar renditjen e integrimit dhe duke marré parasysh se v < a—2 dhe
~v < 0 fitojmé

Clp

fz) ——

Co

1
I3 < Cs / (1—z)Ple="
0

z 1
X / (1- y)m/ (1 —2)Pe= 220" o dy dz
0 Y

1 4 z
<Cr [[a-2re 1@ - 2 [y
0 0 0
! C1 P C1
é07/ (1— 2Pz | f(z) - 2| dz < oyllf - &
0 co €ollp,a

Duke pasur parasysh se f € L, o dhe o > —% kemi
I3 < 0.

Vejmé
0
Iy = / (1—2)"" |H (f,2) P da.
—1
Duke marré parasysh barazimin (3.11) kemi
* -3 [Y 2 c
H(f,x):/ (1-97) / (1-27) (f(z)—qi) dz dy.
0 —1

Prej kétej, pér —1 < x < 0 marrim

0 y
|H (f,x) |p§Cg/ (1+y)_3/ 1+ 2)? dz dy.

T —1

f(z) - —

Me rezonim analog sikur gjaté vlerésimit té I3, d.m.th. duke aplikuar dy heré
mosbarazimin e Holder-it, pastaj duke ndérruar renditjen e integrimit fitojmeé

Iy < o0.

Tani
I = ||H (f,.’L')HZQ =13+ 14 < 0.

Késhtu kemi vértetuar se pér 1 < p < oo vlen H (f,z) € L, o.
Le té jeté p = co. Vejmeé

J= max (1 —xz)a |H (f,z)].

—I<z<1
Le té jeté
Ji= max (1—2%)"|H (f,)]
Atéheré,
@ Lol c
J1 < Jnax, (1- xz)a/o (1-9) S/y (1- z2)2 f(z)— é dzdy

<|-

‘1
€0 |l 0o y

z 1
« -3 2—«a
s (=) [T =) [0 ey
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Duke pasur parasysh se f € Lo o kemi

x 1
< _ o\ _ .\ 3 _ \2—«a .
Ty < Cy uas (1~ ) / (1-y) / (1— 2> dzdy

Prej kétej, pér 0 < a < 3 marrim
x
< 1—2)° 1—y)™ @ .
J1 < Cho Olélxagl( z) /0 (1-y) *dy<oo

Le té jeté
Jo = max (1—x2)a|H(f,x)\.

—1<2<0

Atéheré, duke marré parasysh barazimin (3.11), sipas analogjisé me vlerésimin
e J1 kemi

0 Y
max (1+x)o‘/ (1+y)*3/ (1+2)>*dzdy < oo.

—1<z<0 1
00,

e

C1
Co

Késhtu, pér p = oo vlen
J = max{Jy, Ja} < o0,

dm.th. H (f,z) € Loc,a-
Lema 3.2.1 u vértetua né téreési. |

Lemeé 3.2.2. Le té jené dhéné numrat p dhe a té tillé gé¢ 1 < p < oo;
—%<Oz<3—% pér 1 <p < oo,
0<a<3 PET p = 00.

Né qofté se f(x) € Ly o, atéheré %H (f,x) éshté funksion absolutisht i vazh-
dueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1) dhe L H (f,z) € Lpq.

Vértetim. Nga pérkufizimi i H (f, z) kemi

d 2\ —3 ! 2\ 2 C1

—H (f,z)=—(1-27) (1-23)"( f(z) = — ) dz,
dx .

prej nga konkludojmé se %H (f,x) éshté funksion absolutisht i vazhdueshém
né ¢do segment [a,b] C (—1,1).
Le té jeté 1 < p < oo dhe

d p
I=|—
|
P,
! 2y a—3 ! 2\ 2 C1 p
= (1-27) (1=2%"(f(z) — — ) dz| da.
-1 x Co
Né fillim shqyrtojmé rastin p = 1. Shqyrtojmé
1 2 a—3 ! 2 2 Cl
I, = (1—2%) (1=2°)"( f(z) — =) dz| dz
0 T Co
1 1 ol
< 01/ (1- a?)o‘%’/ (1—2)%f(2) — —| dzdz.
0 T Co
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Duke ndérruar renditjen e integrimit, pér —1 < o < 2 dhe f € L; , kemi

1 z
IlgCl/O (1-2)? f(z)—Z—; /0 (1-2)*3dzdz
! a 1 €1
§C2/0(1—z) f(z)—a dz < Cy f(z)—alﬁa<oo.
Le té jete
0 1
P :[1 (171'2)&_3 /x (1722)2 (f(z) Z;) dz| dx.

Né ményré analoge sikur gjaté vlerésimit té I;, duke marré parasysh barazi-
min (3.11), fitojmé
Iy < oo.

Tani, nga I1 < co dhe Iy < oo rrjedh
I=5L+1L< o0,

dm.th. LH (f,z) € L1 .
Le té jeté 1 < p < co. Shqyrtojmé

Iy = /01 (1— a2 /: (1-22)? <f(z) - ;) dz

<y /01(1 — g)ple=9) {/;(1 et dz}p da.

Letéjetée a <y <3 — %. Duke zbatuar mosbarazimin e Holder-it, pastaj duke
ndérruar renditjen e integrimit fitojmé

C1

f(z) ——

Co

p

a dz

1 1
I3 < C’g/o (1- m)”("‘_?’)/ (1—=2)"f(2) — .

1 . p—l
X {/ (1—2) @5 dz} dx

o [(a-ape [aoapern -2

Co

1 p z
= C4/ (I=2)P"|f(2) — a / (1- x)p(a*”*l dr dz
0 Co 0
! o C1 b C1
=Cs | A=2)""f(2) ——| dz<C5||f - —
0 Co €0 |l p,a
Prej kétej, duke pasur parasysh se f € Ly, dhe @ >  marrim
I3 < 0.
Shqyrtojmé
0 (a—3) ! 2 1 P
14:/ (1-2%)" / (1-2%) (f(z)—> dz| dz.
-1 T Co




§ 3.2. Mbi disa veti té operatoréve H (f,x) dhe Hy (f, ) 71

Né ményré analoge sikur gjaté vlerésimit té I3, duke zbatuar barazimin (3.11)
fitojmeé
Iy < o0.

Tani
=13+ 1, < 0.

Késhtu éshté vértetuar se pér 1 < p < oo vlen %H (f,x) € Lpa.
Le té jeté tani p = oco. Shqyrtojmeé

_ 2\ ¢
J_—{%%Xgl(l_l.)

—H (f’ .%')

= max (1—x2)a 3

e, - [0 (- 2 .

U e (o-2)

f—= max (1 — x)*3 /1(1 —2)27%dz = Cs

oo, —7— xT

Pér o < 3 kemi

;o

Co

00,

Prej kétej, pér f € Lo o dhe o > 0 marrim
J1 < 0.

Né ményré analoge, duke zbatuar barazimin (3.11) fitojmé

1
_ 2 a—3 2 2 . g
Jg—_{r%:?éo(l z?) /x (1-2%) <f(z) Co) dz| < oo.
Keéshtu
J =max{J, o} < o0,
dm.th. LH (f,z) € Lo q-
Lema 3.2.2 u vértetua. [ |

Lemé 3.2.3. Le té jeté r € N dhe f € L1 2. Kané vend barazimet vijuese

_ Cr_
22H (f> ) H" l(fvx)fﬁ (121323"'37'71)

dhe

C1

Dy oo H" (f,0) = f(2) — —, (3.12)

€o
ku cryp1 = fil (1- z2)2 H™ ! (f,2) dz

Vértetim. Vértetojmé sé pari barazimin (3.12). Pér r = 1 kemi

—2 d

23 d ’ _ 278
Al M

DI72’2H (f,x) = — (]. — X )
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Tani, duke marré parasysh se sipas lemés 3.2.1 vlen H" (f,z) € Ly 5, bara-
zimi (3.12) vértetohet me induksion sipas 7.

Nga barazimi i sapovértetuar (3.12) rrjedh se pér r > 1 dhel =1,2,...,7r—1
kemi

- — Cr—i+1
DyooH (f2) = DyooH' (H™! (f,2),2) = H' l(f7$)_T+.

Lema 3.2.3 u vértetua. |

Lemé 3.2.4. Le té jené dhéné numrat p, o dhe r té€ tille ¢¢ 1 < p < oo,
r € N;
—1%<04<3—]% pérl <p< oo,
0<a<3 PEr p = 0.

Né¢ qofté se f € Ly, atéheré H" (f,x) € AD"(p, ).

Vértetim. Sipas lemés 3.2.1 kemi H" (f,z) € L, o. Rrjedhimisht, si¢ éshté
treguar gjaté vértetimit té teoremés 2.2.2, nén kushtet e lemés kemi f € L, 5 dhe
H" (f,z) € L1 2. D.m.th., ekzistojné konstantat ¢, (r = 1,2, ...) té pérkufizuara
gjaté pérkufizimit té H” (f, ).

Shqgyrtojmé né fillim rastin » = 1. Sipas lemés 3.2.2 rrjedh se %H (f,x)
éshté funksion absolutisht i vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1). Mé
tutje, sipas lemés 3.2.3 kemi

C1
Dy o2oH (f,z) = f(z) — —,
Co
dhe rrjedhimisht Dy 2 2H (f,x) € L. Nga lema 3.2.1 rrjedh se H (f,z) €
Ly, o. Késhtu, H (f,z) € AD'(p, ).

Tani, duke zbatuar formulén e Leibniz-it, pastaj lemat 3.2.1, 3.2.2 dhe 3.2.3

pohimi i lemés vértetohet me ané té induksionit matematik. |

Lemeé 3.2.5. Le té jeté f € L1 2. Vlejné barazimet

A () )+ &

g v\ — -9 Y/ u n
%(6):/0 (sini) 1(cos§> 9/0 (sm§) (cos§)9 du dv.

Vértetim. Vértetojmeé sé pari barazimin (3.13) pér r = 1. Sipas lemés 3.2.3
kemi

Hy (f,2) =

(r=1,2,...), (3.13)

ku

c
f(@) =Dap2H (f,2) + é
Prandaj

5 o — o —
Hé(f,x):%/o (sin§> 1(0055) ’

X /OU 7, (Dm,g,gH (f,z)+ z;,:r) (sin %) (cos g)g du dv.
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Meqgé sipas vetive té operatorit 7, (f, z), té dhéna né lemén 3.1.1, vlen

o (Draat (1) + &0) =20 (Daalt (f.0).0) + 2,
0 0

fitojmé

5 o 1 o —
Ha(f,sc):%/o (sina) (0085) ’

X /OU Tu (Dzo2H (f,x), ) (sin g) (cos H)9 dudv + L.

2 Co

Zbatojmeé rrjedhimin 3.1.2, dhe duke marré parasysh se sipas lemés 3.2.4 funk-
sioni H (f,x) ka derivat %H (f, z) absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment
[a,b] C (—1,1) fitojmé

%A“H(ﬁx),x)—i—%.

Supozojmé tani se pér ndonjé r € N vlen barazimi (3.13). Shqyrtojmé
1 8 . v -1 v -9
Hg“ (fiz)= %(6)/0 (sm 5) (cos 5)
v 9
X / 7, (H§ (f, ), ) (Sin ﬁ) (cos E) du dv
0 2 2

) v\ — v\ —
:%5)/0 (sin5) 1(“’85) 9

X /Ov%u (%(E)TAE (H" (f,x),x)—i—;,x) (sin%) (cosg)g dudv.

Sipas lemés 3.2.3 kemi

H(;(f,l') =

Cr
H' (f,2) = Do H™ (f,2) + =0,
0

Prandaj

: 1 4 v\ ~1 v\ 9
r+1 _ N — —
By (F0) = /0 (sin3)  (e0s3)
v N 9
></0 Ty (Ag (D:,;’Q,QHTH (f,z) + C:;l ,x) ,x) (Si“g) (Cos %) du dv+%-

Zbatojmeé rrjedhimin 3.1.1, dhe duke marré parasysh se Ag <M7 m) = 0 fitojmé

Hi* (f,2) = ﬁ /06 (sin g)il (cos g)ig

X /0” T (D$72)2Ag (H™ (f,2),z) ,x) (Sin g) (cos %)9 dudv + .

Co
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Tani, rrjedhimi 3.1.2 implikon

1
r+1 o
Hg™ (f,2) = W
X <7A'5 (Ag (HT‘+1 (f,aj) ,l‘) ,.’L‘) — Ag (Hr—l-l (f,a:) ,JJ)) n %
0
1 A c
— 7Ar+1 Hr+1 71-
%(5)r+1 § ( (f7 .’IJ),.Z‘) + o
Né saje té parimit t€ induksionit matematik, lema 3.2.5 u vértetua. [ ]

Rrjedhim 3.2.1. Le té jeté f € L; 2. Kané vend barazimet

: . 1 4,
D;,2,2H5 (f,x) = WAé (f,x) (r=1,2,...).
Vértetim. Sipas lemés 3.2.5 kemi
1 . 1
HT’ — Ar H'r‘ =L
5 (f, ) @) 5 ( (f,x),x)+co

Meqé nga lema 3.2.4 rrjedh H” (f, ) € AD"(p, «), atéheré sipas rrjedhimit 3.1.1
fitojmé

T T 1 r AT T
D;L',2,2H6 (f7 'T) = TD;C,2,2A6 (H (fam) ,1‘)

(8)"

Duke zbatuar lemén 3.2.3 gjejmé

1 ~ Cl 1 ~
A% - — = A% .
%(5)7" 5 (f 607‘1‘) %(5)r 6(fax)
Rrjedhimi 3.2.1 u vértetua. ]

D;,z,zHg (f7 90) =

Lemé 3.2.6. Le té jené dhéné numrat p, o, v dhe § té tillé ¢¢ 1 < p < oo,
reN, 0<d<my

Né qofté se f € Ly o, atéheré Hf (f,x) € AD"(p, ).

Veértetim. Meqé, si¢ éshté treguar gjaté vértetimint té teoremés 2.2.2, nén
kushtet e lemés kemi f € L; 5, atéheré sipas lemés 3.2.5 kemi

H (f2) = s Ay (Y (F2) ) +

1
#()" 0
Sipas lemés 3.2.4 H" (f,z) € AD"(p,a). Prandaj nga lema 3.1.2 rrjedh se
Hj (f,z) ka derivat éf;%]{g (f,x) absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment
[a,b] C (=1,1). Duke zbatuar rrjedhimin 3.1.1, pér I = 1,2,...,r kemi
1 ~
Dl oo Hj (f,x) = POk Af (DL H (f,x),z),
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d.m.th., sipas lemave 3.2.4 dhe 3.1.2, D, , ,H} (f, %) éshté funksion absolutisht
i vazhdueshém né ¢do segment [a,b] C (—1,1).
Duke zbatuar né barazimin e fundit lemén 3.2.3, pér [ = 1,2,...,r fitojmé

1 . Cr—
l T _ T r—l1 _or +1
Dm,2,2H§ (f7 l‘) - %(6)T Aé (H (f’ 33) co ,33)
1

= Ay (H™ :
%(5)r 6( (fax)aaj)
Tani, duke zbatuar rrjedhimin 3.1.3 pér ¢ té fiksuar, meqé sipas lemés 3.2.1 kemi
HT_Z (f7 J?) € Lpﬂlv ﬁtojmé D:lr,2,2Hg (f7 J?) € Lpﬂl‘
Késhtu kemi treguar se Hj (f,z) € AD"(p, o).
Lema 3.2.6 u vértetua. |

§ 3.3. Mbi teoremeén e Jackson-it per modulin
e péergjithesuar te lemueshmerise

Mé heret kemi theksuar se teoremat 2.2.4 dhe 2.3.2, pérmes modulit té
pérgjithésuar té lémueshmérisé @, (f,0)p o3 japin karakteristikat strukturale
té klasave té funksioneve té pérkufizuara me ané té rendit té pérafrimit mé
té miré me polinome algjebrike. Por, ato njékohésisht japin edhe karakteris-
tikat konstruktive té funksionit f té tillé qé f € H(p,«,S,7,\), pérkatésisht
Dy 5of € H(p,a, 8,1,)). Me fjalé tjera, né pikén § 2.1 jané dhéné edhe karak-
teristikat konstruktive té klaséve té funksioneve té pérkufizuara me ané té mo-
dulit té pérgjithésuar té lémueshmérisé @, (f,d)p.a.5-

Né kété piké japim karakteristikén konstruktive té klasés sé funksioneve Ly,
pérmes vlerésimit té pérafrimit mé té miré me polinome algjebrike me ané té
modulit té pérgjithésuar té lémueshmérisé &y (f,)p.a-

Teorema vijuese shqyrton ekuivalencén né kuptim té Landau-t t€ modulit té
pérgjithésuar té lémueshmeérisé me K—funksionelin e Petree-sé.

Teoremé 3.3.1. Le té jené dhéné numrat p, o dhe r té tillé g¢ 1 < p < oo,

reN;
%<a§1 pérp=1,
17$<a<%fi pér 1l <p < oo,
1<a<% PEr p = Q.

Le té jeté f € Ly o. Pér ¢do 0 nga intervali 0 < § < m vlejné mosbarazimet

C
(COSE)MKT(JC) 5)17,(17
2

ku Cy dhe Cs jané konstanta pozitive té cilat nuk varen nga f dhe .

4r(r—1)
Cl (COS 2) Kr(fa 5);),04 S wr(fv 5)17,(1 S

Vértetim. Pér ¢do funksion g(z) € AD"(p, ) kemi

@r(f:0)pa < @r (f = 9,0), 4+ @r(9,6),,-

Duke zbatuar rrjedhimin 3.1.3 gjejmé

~ 3
Wr (f _g’(s)p,oz S (COS é)4r Hf _ng,a .
2
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ME tutje, sipas teoremés 3.1.2 vlen

C
@r (9,6)p.0 < (cosi‘l)‘”é% D% 229, -
2
Prandaj
C 2r
6nl1: i < i (I =0+ D]
2

Duke kaluar né kété mosbarazim né infimum sipas g(z) € AD"(p,«) fitojmé
mosbarazimin e djathté té teoremés.

Pér vértetimin e mosbarazimit té majté, pér funksionin e dhéné f € L, .
shgyrtojmé funksionin gs, té pérkufizuar sipas rregullés

gir(0) = (1= (- H))) () (0<6<F),
ku 1(f,z) = f(x), dhe
95,0 (2) = g1.r(2) (g << 77) .
Nga lema 3.2.6 rrjedh H! (f,x) € AD'(p,a) (I € N). Meqé pér operatorin

Hjs vlen®
. r ;
1=y =3 () )t
k=1

atéherd, duke pasur parasysh se AD*"(p,a) C AD"(p,a) (k=1,...,r), fitojmé

gs.r(x) € AD"(p, ).

Vlerésojmé shprehjen
||D::,2,295.,r(x) ||

Meqeé Hg”’*l (f,x) (k=2,...,70=0,1,...,7—1) ka derivat dm% IH(?T H(f,x)
té rendit 2r — 1 absolutisht té vazhdueshém né ¢do segment [a, b] C (—1,1), duke
zbatuar sé pari teoremén e Lebesgue-ut mbi kalimin me limit nén shenjén e in-
tegralit, pastaj rrjedhimin 3.1.1, mosbarazimin e pérgjithésuar té Minkowski-t
dhe, né fund, teoremén 3.1.1 fitojmé

DLttt () < s [ N d) " (eos?)”
[ Dot () ) (sin ) (cos'y) duae

Cs _
< @ ||D;,2,2H§r Y(f. I)HPVQ

pa’

Duke zbatuar kété mosbarazim k£ — 1 heré fitojmeé

Cy
= W HDI 2, 2Hg (fv x)Hp,a

P (cos 2)

3Kétu shuma dhe fuqia e operatoréve jané dhéné né kuptim té zakonshém té shumés dhe
fuqisé sé operatoréve linearé.

HDz22 (fvx)H
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Meqé gs,-(z) paraget shumé termash qé pérmbajné HE" (f,z) (k=1,...,r),
atéheré sipas mosbarazimit té fundit gjejmé

Cs r r
b S gy P22

HDZ.,Q,zgzi,r(x) ||

Duke zbatuar rrjedhimi 3.2.1 kemi
Cs

PO (8)r (cos 2

AT

)4T(T,1) HAé (f> .’L‘)

HD;,z,z%,r(x) H

p,x

Vlerésojmé nga poshté s(5) pér 0 < ¢ < 7. Kemi

#(0) = /6 (sin g)_l (cos %>_9 /v (sin g) (cos g)g du dv
0 0
> COSQZAé (sin g>_1 /Ovsingdud’u > (\/§>_972T/05v1 /Ovsinududv

= Cyo°.
Prej kétej rrjedh se pér 0 <0 < 5
52'r r Clo ~
HDm,z,QQ&r(x)Hp o S er(ﬂ 8)p.a- (3.14)
’ (cos 5)

Nga ana tjetér

£ (@) = gsr (@)l 0 = () = (1= (1= H5)") (f,2)] 0
= (1= H5)" (f,2)ll, - (3.15)

Vérejmeé se
1—Hf =(1—-Hs)o(1+Hs+Hj +- +H; ). (3.16)

Duke zbatuar mosbarazimin e pérgjithésuar té Minkowski-t dhe teoremén 3.1.1,
pérl=1,2,...,r — 1 kemi

Il = g [ (o) (o)

X /Ov 7 (H(l;1 (f,z) ,ac)Hp’a (Sin g) (COS%)Q du dv

Cu -1
- cos4% HH5 (f’@Hp,a'
Duke zbatuar kété mosbarazim [ heré fitojmé
C
[H; (f )], 0 € g 1l

<
P (cos g)4l
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Prandaj, sipas mosbarazimit (3.16), duke zbatuar mosbarazimin e pérgjithésuar

té Minkowski-t kemi

r Cis
1 = H5) (f, 2)lpo < — 5=y 11 = Ho) (£, 2)ll,0
(cos 3)
Cis /5 A A
< — sin — cos —
#(9) (0083)40 Y Jo ( 2) ( 2)
i .u u\ 9
<[ ) = 1@l (s ) (con ) e
C .
S% sup HAu (f, ) (3.17)
(cos g) 0<u<s j2et
Nga barazimi (3.15) dhe mosbarazimi (3.17) fitojmé
1/ () = gs.r (@),
C A o
< i S HAtl (<1—Hs) 1(f,:c),x) (3.18)
(COS é) ( 0<t:1<o P,
5 <<

Vérejmeé se duke ndérruar renditjen e integrimit lehté fitohet
7 (Hs (f,2), @) = Hs (7, (f,2) , ).
Duke zbatuar kété barazim r heré fitohet
”A_t (Hg (f,sc),:v) = Hg (721‘/ (fax) ,I’).
Prej kétej marrim
A (1= Hp) (f,w),2) = (1= H) (A, (f,0) )
Duke zbatuar sé pari kété barazim, pastaj mosbarazimin (3.18) dhe, né fund,

mosbarazimin (3.17) fitojmé

1f(2) = g5.r (@), 4

C1s A —2
N =) sup  sup HAfl,tz ((1 _Hg)T (f,w)vx)
(cos 5) 0<t1 <6 0<t2 <4 P,
Tani, duke zbatuar r — 1 heré kété proceduré fitojmé
15) = g5 @l € —— 0 s [|A7, L ()
’ p,x — (Cosé)élr(rfl) 0<t:<6 1yeenslr P
2 i=1,...r
C .
o & (. )pa-

- (COS 2)47'&—1)
Né kété ményré, pér 0 < 6 < 7, nga mosbarazimi i fundit dhe mosbaraz-
imi (3.14) rrjedh

T

5 = 1) — g @)l o + 8% [ Dl 02050,
< Cir

= 7,(:)7’(.}0’ 6) ,a
(COS g)4r(r 1) p
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qé vérteton mosbarazimin e majté té teoremés pér 0 < 0 < 7.
Meqé pér 5 < 0 < 7 kemi 2 <7?-1dhel< 5, atéheré sipas asaj qé sapo
vértetuam kemi

I <7 (1F(@) = 910 (@)l 0 + 1| Dip291.,@)]) )

. c .
< Chsyr (f,1) 1

P, S s\4r(r—1) wr(f, 5)]),(1'
(cos 5)

Pér § = 0 mosbarazimi i majté i teoremés éshté trivial.

Késhtu mosbarazimi i majté i teoremés u vértetua pér 0 < 4 < 7.

Teorema 3.3.1 u vértetua né térési. |

Rrjedhim 3.3.1. Le té jené dhéné numrat p, a dhe r té tillé gé¢ 1 < p < oo,

r e N;
1 .
15<a§§ . pgr’p=1,
1—%<a<§—% pérl <p < oo,
1§o¢<% PET p = Q.

Le té jeté f € Lpo. Pér¢don € N, A > 0,5 >0 (nd < m,A0 < ) vlejné
mosbarazimet

Cq
(cos "75)
Cy

(cos 502) "™

ku C1 dhe Co jané konstanta pozitive té cilat nuk varen nga f, 5, n dhe A.

O (f,n0), 4 < — 170 (f,0)p.a

dhe

a)T (f7 Aé)p,a S ()\ + 1)2Tw’f<f7 6)177&’

Vértetim. Vértetojmé mosbarazimin e paré té lemés. Duke zbatuar teo-
remén 3.3.1 fitojmé

@ (fynd), <

P, — ( n5)4fr‘KT (f) né)p,a'

Meqé

K, (f,nd),, <n®"  sup <||f — gl + 6" HDm,z,QQ(CU)Hp,a)
gEADT (p,a)

= n2rKr(f7 5)17,04,

kemi
Cs
4r
néd
cos 7)

@ (f,n6), o < ( "2 K, (f,0)pa-

Duke aplikuar sérish teoremén 3.3.1 fitojmé
C

@ (find), 0 < Wm%r( £.8)pa-
2

Mosbarazimi i paré i rrjedhimit u vértetua.
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Tani, mosbarazimi i dyté i rrjedhimit implikohet nga mosbarazimi i paré.
Vértet, pér A > 0 té dhéné zgjedhim numrin N € NU {0} té tillé ¢ A < N <
A+ 1. Atéheré, duke zbatuar mosbarazimin e sapovértetuar fitojmé

. . C .
wr (f, )\5)}7’& < (f, N(S)p,a < ﬁ]\ﬂ wr(f, 5)p,a
(cos 7)
< A E (D)
(COS M)
2
Rrjedhimi 3.3.1 u vértetua. |

Vérejmeé se rrjedhimi 3.3.1 éshté analog me vetiné e njohur miré té modulit
té zakonshém té lémueshmérisé [39, f. 116].

Rezultati vijues jep vlerésimin nga sipér dhe nga poshté té pérafrimit mé
té miré me polinome algjebrike F, (f)p o pérmes modulit té pérgjithésuar té
lémueshmérisé &, (f,9)p.o. Mosbarazimi i tipit té mosbarazimit té majté té
teoremés vijuese, d.m.th. vlerésimi nga sipér i pérafrimit mé té miré me ané
té modulit té lémueshmérisé, zakonisht quhet teoremé e Jackson-it. Né pajtim
me kété, mosbarazimi i tipit té mosbarazimit té djathté té teoremés, d.m.th.
vlerésimi nga poshté i pérafrimit mé t€é miré me ané té modulit t€ lémueshmeérisé,
zakonisht quhet teoremé e anasjellté me até té Jackson-it.*

Teoremé 3.3.2. Le té jené dhéné numrat p, o dhe r té tille g¢ 1 < p < oo,

r € Ny
%<a§1 pérp=1,
17$<a<%fi pérl <p < oo,
1§a<% PEr p = Q.

Le té jeté f € Lpo. Atéhere, pér ¢do numér natyror n vlejné mosbarazimet

A 1 02 . 2r—1
CLEn(f)p,a < @r (fa n)pﬂ < n2r l; v E, (f)p,a )

ku Cy dhe Cs jané konstanta pozitive té cilat nuk varen nga f dhe n.

Vértetim. Pér funksionin e ¢farédoshém g(z) € AD"(p, ), duke zbatuar
lemén 1.2.5 kemi

Cs ,
En(f)P70¢ S En (f - g)p’a + En (g)p,a S ||f - g”p,a + ﬁ HDw,2729(x)H

p,a’

ku C3 éshté konstanté e cila nuk varet nga g dhe n. Prej kétej, duke kaluar né
infimum sipas té gjitha funksioneve g(z) € AD"(p, ) marrim

En(f)p,a S C4Kr (f7 ,rll>

p,a

Duke zbatuar teoremén 3.3.1 fitojmeé

1 —4r(r—1) 1 1
En(f)p,a < Cs <COS 2) Wy <f’ ) < Cew, <f7 )
n n p n

4Eshté e qgarté se teorema e Jackson-it paraqet teoremé direkte, kurse ajo e anasjellté me
té — teoremé té anasjellté né teoriné e pérafrimeve.

s& b,
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Mosbarazimi i majté i teoremés u vértetua.

Vértetojmé mosbarazimin e djathté té teoremés. Le té jeté P,(x) polinomi
algjebrik i pérafrimit mé té miré pér funksionin f, i shkallés jo mé té madhe se
n — 1. Le té jeté k numér natyror i zgjedhur ashtu qé

2k < < 2FFL,
Sipas teoremés 3.3.1, duke pasur parasysh se Por(z) € AD"(p, o) kemi

1 1\ 1
‘:Jr (fa 7’L> S C’7 (COS 271) KT <f7 n)
b,x D,

1
< G (Ba (gt oz |DoPui@l,, ) (319
Meqé

D} 52 Por (@ ZDmQQ Povia(z) — Pov(2)),

duke zbatuar r heré rrjedhimin 1.2.1 fitojmé

k—1
1D} 2P (@)|| < Co S 22040 Py — Pou|,
v=0
k—1
<209 Y 22T Ey (f),
v=0

Prandaj, duke marré parasysh barazimin (3.19),

~ 1 Clo 2(v+1)r
“r <f’71)p = n2r 22 Bz (Dpa

Tani, meqé pér v =1,2,...,k vlen

2¥—1 2¥ -1

Z j2r—1Ej (f)p,a > EQV (f);ma Z j27‘—1 > 22(V—1)TE2V (f)p)aa

j:Qu—l j:2u—1
kemi

2V —1

. 1 Ci1 } o Z Z 2r—1
Wy (f7 Tl) S ’I’LQT 2 El p a + J E
P

v= 1] 21/1
C'1223 2r— 1E
_n27‘

Teorema 3.3.2 u vértetua. |




Rezyme

Pér funksionet 27—periodike jané miré té njohura lidhmérité ndérmjet mo-
dulit té zakonshém té lémueshmérisé té rendit r té funksionit dhe pérafrimeve
mé té mira té tij me polinome trigonometrike té shkallés sé¢ dhéné. Dy rezultate
karasteristike né kété drejtim paragesin teorema mbi koincidencén e klaséve, e
cila jep karakteristikén strukturale té klasés sé funksioneve té pérkufizuar me ané
té rendit té pérafrimeve mé t€é mira me polinome trigonometrike, dhe teorema e
Jackson-it, e cila jep karakteristikén konstruktive té funksioneve nga klasa L.

Gjaté shqyrtimit té funksioneve joperiodike té€ dhéna né ndonjé segment té
fundém té boshtit real nuk éshté e mundur té fitohen lidhméri té tilla ndérmjet
modulit té zakonshém té lémueshmeérisé té atyre funksioneve dhe pérafrimeve
mé té mira té tyre me polinome algjebrike.

Megjithaté, njé analogji e ploté me rastin 2mr—periodik ka vend né qofté se
moduli i zakonshém i lémueshmeérisé zévendésohet me ndonjé modul té pérgji-
thésuar té lémueshmeérisé.

Né kété punim, pér funksionin e dhéné joperidik té pérkufizuar né seg-
mentin [—1,1] jané pérkufizuar dy operatoré josimetriké té translacionit té
pérgjithésuar. Me ané té tyre jané pérkufizuar dy module té pérgjithésuara
té lémueshmeérisé té rendit . Pér modulin e paré éshté arritur té vértetohet
teorema mbi koincidencén e klaséve. Gjithashtu, pérmes kétij moduli dhe oper-
atorit pérkatés té diferencimit jané dhéné karakteristikat strukturale té klasave
té funksioneve té pérkufizuara me ané té rendit té zvogélimit té pérafrimeve mé
té mira me polinome algjebrike. Pér modulin tjetér éshté vértetuar teorema e
Jackson-it dhe teorema e anasjellté me té, pérkatésisht éshté dhéné vlerésimi nga
sipér dhe nga poshté i pérafrimeve mé té mira me polinome algjebrike pérmes
kétij moduli té pérgjithésuar té lémueshmérisé.



Summary

For a 2m—periodic function there are well-known relations between the usual
modulus of smoothness of order r of the function and its best approximations
by trigonometric polynomials of given degree. Two results are characteristic for
this field: Theorem of coincidence of classes, giving the structural characteristic
of the class of functions defined by means of the order of the best approximations
by trigonometric polynomials, and Jackson’s Theorem, giving the constructive
characteristic of functions belonging to the class L.

While considering non-periodic functions given on a finite segment of the real
axle, such relations between the usual modulus of smoothness of these functions
and their best approximations by algebraic polynomials can not be obtained.

Although, a complete analogy with the 27—periodic case can be obtained if
the usual modulus of smoothness is substituted with a generalised modulus of
smoothness.

In this paper, for a non-periodic function given on the segment [—1,1] two
asymmetric operators of generalised translation are defined. By their means two
generalised moduli of smoothness of order r are defined. For the first generalised
modulus of smoothness, the Theorem of coincidence of classes is proved. Also,
by means of this modulus and the appropriate derivative operator the structural
characteristics of classes of functions defined by the order of decrement of the
best approximations by algebraic polynomials are given. For the other gener-
alised modulus of smoothness, the Jackson’s Theorem and Theorem converse to
it are proved, i.e. the estimate from above and below of the best approximation
by algebraic polynomials by means of this modulus are given.
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